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INTRODUCCION

Si quieres aprender, ensefia
Marco Tulio Cicerén (106 — 43 A.C.)

Después de impartir la materia de circuitos eléctricos por mas de
siete aflos, y habiendo revisado multiples referencias en las que se
exponen los temas de esta drea, me di cuenta de que son pocos los
autores que se preocupan por ensefiar de una forma clara y sencilla
c6mo comenzar a resolver cada problema o ejercicio. Y, aun asi, en
la mayoria de los casos, si el autor o los autores son claros para ex-
plicar, normalmente, después de exponer la teoria correspondien-
te a un tema, utilizan uno o varios ejercicios que se ajustan especi-
ficamente al asunto explicado. Ya después cambian de temay, a la
hora de abordar una nueva cuestidn, utilizan otros ejemplos que se
vuelven a ajustar de la mejor manera al nuevo tema presentado. No
digo que esto sea malo, simplemente destaco cémo es que normal-
mente se encuentran los temas que uno observa al dar inicio con el
estudio de los circuitos eléctricos.

Este no es un libro magico, simplemente es un libro univer-
sitario en el que se presenta una forma distinta a las convencio-
nales para explicar las técnicas del anélisis de circuitos eléctricos.
Los tres primeros capitulos abordan las definiciones y las bases
principales que se deben conocer para dar inicio con la electrici-
dad; temas como resistencias, inductores, capacitores, fuentes de
corriente y de voltaje —~dependientes e independientes—, asi como
la Ley de Ohm, la Ley de la Potencia y las Leyes de Kirchhoff. De
igual manera, el arreglo de resistencias en serie, paralelo, conexién
mixta, estrella y delta son estudiadas dentro de los primeros tres
capitulos en los que todos los circuitos cuentan tnicamente con
una fuente de alimentacién.

Es a partir del capitulo cuatro y hasta el capitulo ocho donde
se da comienzo con las técnicas para el andlisis de los circuitos eléc-
tricos. Las técnicas que se explican son: Analisis de Mallas, Analisis
de Nodos, Teorema de Linealidad y Superposicién, Transforma-
cién de fuentes, Teorema de Thévenin y Teorema de Norton. Se
resuelven 11 problemas distintos con varias fuentes dependientes



e independientes, tanto de voltaje como de corriente y con las mds
diversas configuraciones posibles en el arreglo de resistencias.

Del capitulo nueve al once se presenta un complemento de
temas necesarios para el estudio de los circuitos eléctricos, los
temas son: el Teorema de Maxima Transferencia de Potencia, el
Accionamiento de los circuitos RL y RC y, por ultimo, se presen-
ta una introduccién al estudio del Transistor de Unién Bipolar o
BJT (Bipolar Junction Transistor). Ademds de todo lo anterior, en
la mayoria de los capitulos se propone una cantidad considerable
de ejercicios, todos con las respuestas, para que pueda ponerse en
préctica lo aprendido.

Cabe aclarar que la diferencia que se encontraré en este libro,
comparado con cualquier otro, es que todos sus problemas plan-
teados son resueltos con cada una de las técnicas de analisis, lo
que hace posible que, a partir de la comparacién de los distintos
métodos o técnicas, el estudiante pueda establecer cudl o cuiles
son las mas adecuadas para resolver uno u otro tipo de circuito.
Ademais, cada problema empieza con una explicacion clara sobre
cémo comenzar a resolver el ejercicio, casi como si yo estuviera
aclarando en el aula de clases cémo dar inicio y por qué razén, con
cada paso del problema. Otra ventaja que se encontrard en este
libro es que no se obvian los procesos para resolver los ejercicios;
voy explicando paso a paso qué operaciones se realizaron. Asi, un
tema normalmente se resuelve matematicamente por dos o hasta
tres maneras distintas, de tal modo que pueda valorarse cudl for-
ma resulta més clara o sencilla para dar con una solucién.

Abordar un ejercicio de circuitos eléctricos puede ser una ta-
rea ardua, sobre todo cuando éste se vuelve mas complicado. Li-
mitar la resolucién de un ejercicio a un tnico método o andlisis
quizas cumpla al principio con el propésito de ser una rapida ex-
plicacién didactica, pero al final se estara restringiendo la gama
de posibilidades a las que el estudiante puede llegar, asi como su
habilidad deductiva.

El propésito de este libro es ampliar el panorama de opciones,
mostrar a los alumnos que existen distintas alternativas con las
cuales se puede resolver el mismo circuito eléctrico, de tal modo
que se entienda que, como en la vida, hay diversas alternativas con
las cuales se puede hacer frente a las adversidades.

Luis Alejandro Flores Oropeza (LAFO).
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DEFINICIONES Y UNIDADES







CIRCUITO ELECTRICO

Un circuito eléctrico es un arreglo de elementos generales, conec-
tados en al menos una trayectoria cerrada, en los que la energia se
transfiere y se transforma para poder ser aprovechada. En general,
se necesita de al menos un elemento que proporcione energia y
otro u otros elementos que la consuman. La forma de conectar estos
elementos es mediante hilos, llamados “conductores eléctricos”. De
esta manera, un circuito eléctrico es la conexién de elementos en
una trayectoria cerrada que proporcionan energia y elementos que
la consumen, utilizando conductores eléctricos. En la Figura 1.1 se
muestra el aspecto de un elemento general de un circuito y en la
Figura 1.2 el aspecto de un circuito eléctrico formado con este tipo
de elementos generales unidos mediante conductores eléctricos.

Elemento
general de
un circuito

Figura 1.1. Elemento general de un circuito eléctrico.

Conductor eléctrico

Elemento . Elemento
que Trayectoria cerrada que
proporciona consume
energia v . energia

Conductor eléctrico

Figura 1.2. Elementos minimos para la construccién de un circuito eléctrico.



SISTEMA DE UNIDADES

Para comprender los circuitos eléctricos, es necesario conocer y
manejar las definiciones y unidades que se utilizan cada vez que
se resuelve y analiza un circuito eléctrico. Esto ayuda al estudiante
a entender qué hace el circuito, cémo opera y de qué manera se
pueden hacer modificaciones para obtener resultados distintos en
caso de ser necesario.

Sistema internacional de unidades

El Sistema Internacional de Unidades se fundamenta en siete uni-
dades de medida que corresponden a las magnitudes de longitud,
masa, tiempo, corriente eléctrica, temperatura, cantidad de mate-
ria, e intensidad luminosa. Estas unidades son conocidas como el
metro, el kilogramo, el segundo, el ampere, el kelvin, el mol y la
candela, respectivamente. El Sistema Internacional de Unidades
también se conoce como el sistema MKS por las iniciales del metro,
kilogramo y segundo (Economia, 19 de abril de 2016). En la Tabla
1.1 se muestran las unidades del sistema internacional. A partir de
las siete unidades de base se establecen las demés unidades de uso
préctico, conocidas como unidades derivadas, asociadas a magni-
tudes tales como velocidad, aceleracién, fuerza, presién, potencia
eléctrica, energia, tension, resistencia eléctrica, etc.

Tabla 1.1. Resumen de unidades en el sistema internacional conocido como MKS.
Fuente: (Secretaria-de-Economia, 19 de abril de 2016)

Magnitud Nombre Unidad
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Corriente eléctrica ampere A
Temperatura kelvin K

Cantidad de materia mol mol

Intensidad luminosa candela cd

Multiplos y submultiplos de la unidad

De igual manera, para el manejo de las unidades en los distintos
problemas de andlisis de circuitos eléctricos, es muy comun que
sea necesario el manejo de los multiplos y submultiplos de la uni-
dad. Enla Tabla 1.2 se muestran todos los prefijos que se le pueden
colocar a las variables de circuitos eléctricos. Los prefijos mas co-
munes que aparecen en el analisis de estos circuitos son el pico (p),
nano (n), micro (p), mili (m), kilo (k) y mega (M), el resto también
se utiliza, pero con menor frecuencia.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Tabla 1.2. Mdaltiplos y submultiplos para las unidades en el sistema internacional

10"  Prefijo  Simbolo Nombre

10** yotta Y Cuatrill6n 1 000 000 000 000 000 000 000 000
10%  zetta Z Mil trillones 1000 000 000 000 000 000 000
10'®  exa E Trillén 1 000 000 000 000 000 000
10 peta p Mil billones 1 000 000 000 000 000

10™? tera T Bill6n 1 000 000 000 000

10° giga G Mil millones 1000 000 000

10° mega M Mill6n 1000 000

10®  kilo k Mil / Millar 1000

10>  hecto h Centena 100

10  deca da Decena 10

10°  Sin prefijo Unidad 1

10" deci d Décimo 0.1

10?% centi c Centésimo 0.01

10° mili m Milésimo 0.001

10° micro p Millonésimo 0.000 001

10° nano n Milmillonésimo  0.000 000 001

10*? pico P Billonésimo 0.000 000 000 001

10"* femto f Milbillonésimo  0.000 000 000 000 001

108 atto s Trillonésimo 0.000 000 000 000 000 001
102 zepto z Miltrillonésimo  0.000 000 000 000 000 000 001
10?* yocto y Cuatrillonésimo 0.000 000 000 000 000 000 000 001

Notacién cientifica y notacién de ingenieria

La notacién cientifica proporciona un método conveniente para
representar numeros grandes y pequenios y realizar cdlculos que
implican tales nameros, mientras que la notacién en ingenieria los
expresa en valores que son facilmente identificables para un inge-
niero. En notacién cientifica, una cantidad se expresa como el pro-
ducto de un ntmero situado entre 1y 10 y una potencia de diez.
Por ejemplo, la cantidad 150,000 se expresa en notacién cientifica
como 1.5x10° y la cantidad 0.000,22 como 2.2x10™. La notacién
de ingenieria es similar a la cientifica, sin embargo, en notacién de
ingenieria un nimero puede tener de uno a tres digitos a la izquier-
da del punto decimal y el exponente de potencia de diez debe ser
un multiplo de tres. Por ejemplo, el namero 33,000 expresado en
notacién de ingenieria es 33x10°. En notacién cientifica, se expre-
sa como 3.3x10% Como otro ejemplo, el niumero 0.045 expresado
en notacién de ingenieria es 45x107. En notacién cientifica, se ex-
presa como 4.5x107? (ArtChist, 2020).
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CARGA Y CORRIENTE ELECTRICA

Carga eléctrica

Para comprender qué es la carga eléctrica “q” o “Q” primero debe-
mos mencionar que, de acuerdo con el modelo atémico de Bohr,
la materia se encuentra constituida por d4tomos y que estos a su
vez se encuentran formados por tres tipos distintos de particulas
subatdémicas, los protones y neutrones, que forman el nicleo del
atomo, y los electrones, que se encuentran orbitando alrededor
del nucleo. En la Figura 1.3 se muestra la estructura del &tomo
seguin Bohr y las particulas subatémicas que lo integran. La carga
eléctrica de estas particulas se mide en coulombs (representa-
do por la letra mayuscula C) en honor al fisico francés Charles
Coulomb. Tanto los protones como los electrones tienen el mis-
mo valor de carga eléctrica, +1.602x10" C sé6lo que los protones
cuentan con carga positiva mientras que los electrones tienen
carga negativa. Un dtomo normalmente se encuentra con la mis-
ma cantidad de protones y electrones por lo que se considera que
estd eléctricamente neutro.

Electrones

NL’cheo{® Protones
@ Neutrones

Figura 1.3. Estructura del &tomo con las particulas subatémicas que lo integran de
acuerdo al modelo atémico de Bohr.

Si a un 4tomo se le extraen electrones de su ultima capa de
valencia mediante alguna fuerza eléctrica, calorifica o de alguna
otra naturaleza, entonces se queda con exceso de protones y por lo
tanto con exceso de carga positiva, si por el contrario a un d4tomo
se le afiaden electrones, entonces este ultimo tendra mas electro-
nes que protones y por lo tanto tendrd una carga neta negativa.
En estos dos casos, decimos que tenemos cargas positivas o cargas
negativas.
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Corriente eléctrica

Tenemos una corriente eléctrica cuando las cargas eléctricas se en-
cuentran en movimiento, por ejemplo, cuando se mueven a través
de un conductor. Si se desplaza el equivalente de carga eléctrica de
1 C por una determinada seccién transversal durante un segundo
(At = 1 s), entonces se dice que estd circulando un ampere de co-
rriente eléctrica. La corriente eléctrica se representa mediante la
letra “i“ 0 “I“ y la unidad que la define es el ampere (representado
por la letra mayuscula A) en honor al matemdtico y fisico francés
André-Marie Ampere. En la Figura 1.4 se muestra la definicién de
corriente eléctrica de acuerdo con lo explicado.

Conductor Carga equivalente a 1C

— N

'\\ 0 > ,," Y \ o— °

\, , o ° e °o° °

. o .'e °° °! ' e
¢ e o, /' /4 ,\'\

4+ At=1s——+
Seccion transversal Cargas eléctricas

Figura 1.4. Desplazamiento de cargas eléctricas por una seccién transversal para
definir un ampere (1 A) de corriente eléctrica.

Para que la corriente eléctrica se encuentre correctamente de-
finida en un circuito, es necesario que se indique en el conductor la
magnitud de la corriente, acompariada de un signo que identificara
el tipo de carga que se analiza (positiva o negativa) y una flecha
que muestre la direccién o movimiento de la carga; de lo contrario,
si parte de esta informacién no se encuentra presente, entonces
no se tendra correctamente definida la corriente eléctrica y no se
podra hacer un anélisis adecuado del circuito.

Corriente positiva y corriente negativa

En un conductor tnicamente existe una sola corriente, pero se
puede indicar que es positiva o negativa dependiendo de qué sea lo
que se esté analizando, el movimiento y direccién de las cargas ne-
gativas o el movimiento y direccién de las cargas positivas. Este fe-
ndémeno muestra que, mientras las cargas negativas (electrones) se
desplazan en un sentido, los espacios que van abandonado (cargas
positivas) aparentemente se desplazan en sentido contrario. De
este modo, si -3 A se desplazan hacia la derecha en un conductor,
entonces es lo mismo decir que +3 A se estidn desplazando hacia la
izquierda. No se trataria de 3 amperes negativos y 3 amperes posi-
tivos de forma separada, se trata en realidad de la misma cantidad
de carga eléctrica (Gnicamente 3 amperes) sélo que analizando el
movimiento desde el punto de vista de la carga negativa o el mo-
vimiento de la carga positiva. En la Figura 1.5 se indica la forma
correcta de cémo representar el tipo de carga y la direccién de des-
plazamiento. Por lo tanto, si se analiza el movimiento de las cargas
eléctricas negativas, entonces decimos que tenemos una corriente
negativa de -3 A, por el contrario, si lo que estamos analizando es
el movimiento de las cargas eléctricas positivas, entonces decimos
que la corriente es positiva de +3 A.
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Carga negativa de -3 C/s que se mueve Carga positiva de +3 C/s que se mueve
hacia la derecha. hacia la izquierda.

-3A

+3 A

Figura 1.5. Forma correcta de representar la corriente eléctrica con la magnitud
y el tipo de carga que se analiza (positiva o negativa) asi como la direccién,
indicdndola con una flecha.

Fuente de corriente

Dentro del andlisis de los circuitos eléctricos, la fuente de corrien-
te se considera como una fuente de alimentacién constante que
puede proporcionar energia a un circuito eléctrico. La forma de re-
presentar una fuente de corriente es mediante una flecha dentro
de un circulo, la flecha indica la direccién de las cargas eléctricas, y
la magnitud con signo representa el total y el tipo de carga que se
analiza, pudiendo ser positiva o negativa. En la Figura 1.6 se mues-
tra el simbolo y representacién de una fuente de corriente.

/

5

Figura 1.6. Simbolo para la fuente de corriente.

TENSION, VOLTAJE O DIFERENCIA
DE POTENCIAL

Definicién de voltaje

La tensidn, el voltaje o la diferencia de potencial es una magnitud
fisica que impulsa a las cargas eléctricas a lo largo de un conduc-
tor en un circuito cerrado. La diferencia de potencial también se
define como el trabajo realizado por unidad de carga que ejer-
ce un campo eléctrico sobre una particula cargada para moverla
de un lugar a otro. En los inicios de la electricidad, la tensién
era conocida como fuerza electromotriz (FEM), es por lo que en
las ecuaciones la tensién se representa por la letra “e” o “E”. La
unidad del voltaje es el volt o voltio (representado por la letra
mayuscula V) en honor al fisico italiano Alessandro Volta que
invent6 en el siglo XvII la pila eléctrica. La magnitud del volta-
je identifica la cantidad de trabajo que, potencialmente, puede
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hacerse a través del circuito; mientras mayor voltaje se tenga,
mayor serd la cantidad de trabajo que podra realizarse sobre un
circuito eléctrico. La diferencia de potencial puede comparar-
se al agua almacenada en un tanque, cuanto mas grande sea el
tanque y cuanto mas alto sea, mayor serd la capacidad del agua
para caer y crear un impacto cuando se abra una valvula y el
agua pueda fluir (Mazur, 2010).

Fuente de voltaje

Uno de los componentes principales de los circuitos eléctricos es
la fuente de voltaje ya que es el elemento que normalmente se
encarga de proporcionar la energia necesaria para que funcione
un circuito. Existen basicamente dos tipos de fuentes de voltaje,
las de corriente constante o directa (V) y las de corriente variable
o alterna (V). Enla Figura 1.7 se muestran dos simbolos para re-
presentar una fuente de alimentacién de corriente directa y uno
para representar la fuente de corriente alterna. En el segundo
simbolo para la fuente de corriente directa, colocar los signos +y
- esredundante ya que el segmento mas largo representa al signo
positivo mientras que el mas corto representa al signo negativo.

I/.S' VS Vl'.'.'a
+
a) b)

Figura 1.7. Simbolos para representar las fuentes de voltaje a) de corriente directa
V,y b) de corriente alterna V,.

Para las fuentes de voltaje en corriente directa se pueden en-
contrar distintos ejemplos como lo son las pilas de relojes y juguetes,
las baterias de los coches, motocicletas y las de los teléfonos celu-
lares. Los valores comunes de estas fuentes de voltaje son de 1.5V
para las pilas de los relojes y juguetes, de 12 V para las baterias de los
coches, de 6 V para las baterias de las motocicletas y de 3 V para las
baterias de los teléfonos celulares. Otro tipo de fuentes de alimenta-
cién que proporcionan voltajes de corriente directa son los paneles
solares que aprovechan la radiacién solar para separar cargas eléctri-
cas en ciertos materiales fotosensibles, asi como los termopares que,
mediante la unién de dos metales distintos y sometidos a una ele-
vada temperatura, se encargan de separar cargas eléctricas que dan
lugar a un potencial eléctrico (de milivoltios o microvoltios) que se
puede utilizar como la sefial eléctrica de un sensor de temperatura.
Los materiales piezoeléctricos también se encargan de producir un
voltaje de corriente directa mediante una accién mecénica, este tipo
de materiales se encuentra normalmente en los micr6fonos para
transformar una sefial fisica en una sefial eléctrica.
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Formas de indicar el voltaje en un elemento

Para que un voltaje esté correctamente indicado, es necesario
que cuente con una magnitud y con su respectivo par de signos
entre los dos puntos que se esta definiendo. Si no se proporciona
o se indica esta informacidn, entonces el voltaje no estara de-
finido correctamente. Existen ocasiones en las que se proporcio-
na el voltaje en un solo punto y, cuando esto sucede, significa que
el segundo punto es un punto llamado “tierra” o GND (del inglés
ground), también representado en ocasiones con el numero “0”. En
la Figura 1.8 se muestra una fuente de alimentacién V, defini-
da por +12 V con su respectivo par de signos indicados en el sim-
bolo, y cuatro elementos generales también representados con
sus respectivos valores de voltaje (V; =4V, V,=8V,V;=2VyV,=
6 V) y sus respectivos pares de signos.

a
+ |
Vl = 4 \/| Elemento

1

V.=12V V,=2V
5 - +

Elemento Elemento
V2 = 8 V 2 4

- _i_o -

Figura 1.8. Forma adecuada de representar el voltaje incluyendo magnitud y
signos de polaridad.

Elvoltaje en un mismo elemento se puede indicar de formas
distintas, por ejemplo, el voltaje V; también se puede indicar con
las terminales “a” y “b” que estan indicadas en el circuito, que-
dando como V,, = 4V, esto significa que 4 voltios positivos se es-
tdn midiendo y que la terminal positiva se encuentra en el punto
indicado por la letra “a”, mientras que la terminal negativa se
encuentra en el punto indicado por la letra “b”. Lo mismo ocurre
para el resto de los voltajes indicados en el circuito, como V; que
también se puede indicar como V,, =2 V.

Se puede indicar el voltaje con una sola terminal, esto sig-
nifica que la segunda terminal corresponder a la referencia “0”
o GND. Por ejemplo, el voltaje V, se puede representar también
como Vy,, o simplemente V,; para este caso estamos hablado del
mismo valor de 8 V. De la misma forma V, se puede representar
como V,, o simplemente V, que corresponde a 6 V. Observemos
que V,, también se puede representar como V,, o simplemente
como V,y en los tres casos se trata de los mismos 12 V de la fuen-
te de alimentacidn.
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Voltaje positivo y voltaje negativo

Al igual que ocurre con la corriente eléctrica, es relativo considerar
que existe simplemente un voltaje positivo o negativo, ya que de-
pendiendo de cémo se mida o represente puede ser escrito como
positivo o negativo. Para cualquier representacién de voltaje es po-
sible invertir los signos, si es que asi se desea o se necesita, lo inico
que se debe hacer es invertir la polaridad de los signos que se en-
cuentran en el elemento que se estd analizando y cambiar de signo
a la magnitud del voltaje. En la Figura 1.9 se muestra la forma en
que se puede intercambiar la polaridad de los signos tanto en una
fuente de alimentacién como en cualquier elemento del circuito.

v,=-12V 1 + - |
+ V] =4V Elerr;ento ‘ Vl =-4V Elen:ento
- + |

b)

Figura 1.9. Forma de invertir la polaridad de los signos en a) la fuente de
alimentacién o b) en cualquier elemento del circuito.

Las fuentes de voltaje son los tnicos elementos dentro de los
circuitos eléctricos que tienen definida una determinada polaridad
de voltaje (signos + y -) para ser utilizada en el analisis de los cir-
cuitos. Para el resto de los elementos del circuito, la polaridad del
voltaje dependerd en gran medida de cémo estan conectados y de
cémo establezcamos nosotros mismos la polaridad de los signos
para su analisis.

POTENCIA

Definicién de potencia eléctrica

La potencia eléctrica mide qué tan rdpido se estd consumiendo
o entregando la energia en un circuito por unidad de tiempo: a
mayor potencia mayor energia. En el sistema internacional la po-
tencia eléctrica se representa mediante la letra “P“ y la unidad
que la define es el watt o vatio (representado por la letra mayus-
cula W) en honor al inventor escocés James Watt quien mejord
notablemente la miquina de vapor para su uso industrial.

La potencia eléctrica se calcula mediante el producto del vol-
taje en un determinado elemento y la corriente que circula a través
de él. La ecuacién (1.1) expresa la potencia eléctrica.

P=VI (1.1)
Donde:
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P = potencia en watts (W)
V = voltaje en volts (V)
I= corriente en amperes (A)

Potencia positiva y potencia negativa

En cualquier elemento de un circuito eléctrico, el cidlculo de una
potencia eléctrica positiva (+P) significa que se estd consumien-
do potencia, mientras que la potencia eléctrica negativa (-P)
significa que dicho elemento estd generando potencia. Es muy
comin que los estudiantes se confundan al no saber qué signos
de voltaje o corriente utilizar para los cdlculos de la potencia eléc-
trica, lo que puede llevar a una mala interpretacién del resultado
y considerar que un elemento se encuentra generando potencia
cuando realmente se encuentra consumiéndola o viceversa. Una
manera sencilla de evitar este tipo de confusiones se consigue
al identificar en un elemento del circuito la direccién de la co-
rriente positiva (+I) y la polaridad del voltaje positivo (+V). Si la
corriente positiva se encuentra saliendo por la terminal positiva
del signo del voltaje, entonces dicho elemento se encuentra ge-
nerando potencia, pero si la corriente positiva se encuentra en-
trando por la terminal positiva del signo del voltaje, entonces el
elemento estd absorbiendo o consumiendo potencia. Esta misma
idea queda representada en la Figura 1.10 donde se muestra un
elemento que genera potencia y un elemento que absorbe poten-
cia. En ocasiones es mucho mas rapido y simple hacer esta ins-
peccién y determinar qué elementos estan generando o consumien-
do potencia sin la necesidad de realizar ningtn cdlculo matematico.

o + | 7

+ V + V Elemento

de circuito

a) elementos que generan potencia.

' + '
+

+ V + V Elemento

de circuito

b) elementos que absorben o consumen potencia

Figura 1.10. Forma de determinar por inspeccién si un elemento genera o absorbe
energia.
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Obsérvese, de la figura anterior, que lo que se toma en cuen-
ta para determinar si un elemento genera o absorbe potencia es
sélo el signo positivo del voltaje y la direccién de la flecha de la
corriente positiva. Si la corriente positiva estd saliendo por el
signo positivo del voltaje, entonces se genera potencia y si la
corriente positiva estd entrando por el signo positivo del voltaje,
entonces se estd absorbiendo potencia.

Todas las resistencias en un circuito consumen potencia, mien-
tras que los inductores y capacitores normalmente también lo ha-
cen. Las fuentes de voltaje y las fuentes de corriente normalmente
generan potencia. Esa es la regla general basica que se debe tomar
en cuenta para la colocacién de signos en los elementos de cualquier
circuito eléctrico en el que se utilice la convencién pasiva de signos.

CONVENCION DE SIGNOS PASIVA

Sele llama convencién pasiva porque aplica para los elementos pasi-
vos que se pueden encontrar en un circuito eléctrico, una resistencia,
un inductor y un capacitor. Se les llama elementos pasivos porque
son elementos que no generan potencia, normalmente la consumen.
Respetando la convencién de signos pasiva, las ecuaciones que rigen
el comportamiento de cualesquiera de estos elementos tendran asig-
nados de forma correcta los signos para su andlisis.

Para la colocacién de signos en los elementos pasivos de un cir-
cuito, se debe contar con al menos una fuente de energia, que bien
puede ser una fuente de voltaje o una fuente de corriente. En el caso
de contar con una fuente de voltaje conectada a cualquier cantidad de
elementos pasivos, la forma general para la colocacién de los signos se
hace considerando que la corriente positiva sale de la terminal posi-
tiva de la fuente de voltaje. De esta manera se asume que la fuente
de voltaje estd entregando o generando energia y que el resto de los
elementos por los cuales esté entrando dicha corriente seran los ele-
mentos que estardn consumiendo dicha energia.

Colocacién de signos con fuente de voltaje

Enla Figura 1.11 se muestra una fuente de voltaje conectada a dos ele-
mentos pasivos de circuito tal como los encontrariamos al comenzar a
analizar un circuito. Para comenzar a colocar los signos de los elemen-
tos, se asume que la fuente de alimentacién es la que esta proporcio-
nando toda la energia en el circuito, por lo tanto, se dibuja una flecha
de corriente positiva saliendo por la terminal positiva de la fuente de
voltaje y, para el resto de los elementos, esta corriente debera seguir
una o varias trayectorias hasta retornar por la terminal negativa de la
fuente de voltaje tal como se aprecia en la Figura 1.12.

V Elemento Elemento
+ 1 de 2de
§ circuito circuito

Figura 1.11. Conexién de fuente de voltaje con dos elementos de circuito.
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Ellado por el cual entra la corriente positiva a cada elemen-
to del circuito serd marcado con la terminal positiva del voltaje y
el lado por el que sale la corriente serd marcado con la terminal
negativa. De este modo, y siguiendo este criterio para todos los
elementos pasivos del circuito, se determinan los signos. Poste-
riormente, y para identificar el voltaje en cada elemento, se asig-
na un nombre a cada voltaje para que sea facilmente identificable
al momento de analizar el circuito. Los nombres pueden estar
relacionados con el elemento que se estd identificando, por ejem-
plo, si se trata del elemento 1 del circuito, es 16gico asignar como
nombre “V,”, si se trata del elemento 2 entonces podria ser “V,”
o si se trata del voltaje de una resistencia, entonces se le puede
llamar simplemente “V;”. De esta manera, se colocan los signos
de polaridad de voltaje en todos los elementos del circuito por
los que la corriente sigue varias trayectorias después de salir de
la fuente de alimentacién.

Corriente
positiva Resto de Corriente
Entfﬂ"f?’ﬂ por el corriente para positiva
Suponemos primer el segundo entrando por el
quela .+.I elemento del elemento segundo
coltiente circuito —— elementn del
positiva sale circuito
de la fuente de \ \
voltaje + +
Elemento Elemento
+V; Vi| e Vy | 2
- circuito circuito

Corriente :_/ ;_/

retornando a la

fuente de ) .
voltaje \ Corriente Corriente

retornando a la retornando a la
fuente de fuente de
alimentacian alimentacion

Figura 1.12. Colocacién de los signos y nombres de los voltajes en los elementos
del circuito con varias trayectorias para la corriente.

De la misma manera, si el circuito estd construido con una
Unica trayectoria, como se muestra en la Figura 1.13, entonces la
forma de colocar los signos se hace utilizando el mismo criterio que
en el caso anterior: suponemos que la corriente positiva se encuen-
tra saliendo de la fuente de alimentacién y consideramos el lado
por donde entra esta corriente (a cada elemento pasivo se le coloca
un signo positivo), asi como al lado por donde sale la corriente (en
cada elemento pasivo se le coloca un signo negativo). Esto queda
representado también en la Figura 1.14 en donde se aprecia la co-
locacién de los signos para un circuito con una fuente de energia y
una sola trayectoria para el flujo de la corriente eléctrica.
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Elemento
1de
circuito

+V, 2de

circuito

Elemento

Figura 1.13. Conexién de una fuente de voltaje con dos elementos de un circuito
en una sola trayectoria para la corriente.

Corriente )
positiva Corn_e_nte
entrando por el positiva
Corriente + 1 elemento del entrando por el
iti f circuito elemento del
posiva Elemento '-\ circuito
saliendode la 1de
fuente de — circuito
voltaje +
+ v =
1 Elemento
+V V. 2de
s 2 circuito
Corriente -

retornando a la

fuente de i
voltaje \_.

Corriente /
retornando a la
fuente de
alimentacion

Figura 1.14. Colocacién de los signos y nombres de los voltajes en los elementos
del circuito con una sola trayectoria para la corriente.

Es muy comun que se encuentren circuitos en los que decidir
c6mo colocar los signos de los elementos pueda resultar confuso o
dificil, por no saber establecer la direccién de la corriente positiva
para cada uno de ellos después de que la corriente sale de la fuente
de alimentacién. Uno de los ejemplos mds comunes en los que no
se sabe con facilidad la direccién de la corriente eléctrica se mues-
tra en la Figura 1.15. En este tipo de problemas, el estudiante debe
seleccionar la direccién de la corriente como mejor juzgue, al final
del analisis, el signo que resulte para cada una de las corrientes
indicar4 si seleccioné la direccién de la corriente positiva o la direc-
cién de la corriente negativa.
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Elemento Elemento
1de 2de
circuito circuito
+ Elemento
.——- 3 de _—.
+ VY circuito
-
Elemento Elemento
4 de Sde
circuito circuito

Figura 1.15. Circuito con un elemento confuso para colocar los signos del voltaje.

En este circuito con cinco elementos pasivos, es facil imagi-
nar la direccién de la corriente para los elementos 1, 2, 4 y 5; en
ellos, si la corriente positiva sale de la fuente de alimentacién se
puede suponer que la corriente fluye en todos los elementos pasi-
vos de arriba hacia abajo como la caida de agua en una tuberia. Sin
embargo, para el elemento 3 no queda claro sila corriente fluird de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda. En este caso, alguien
puede decidir simplemente que la direccién de la corriente es de
izquierda a derecha (Figura 1.16) y colocar los signos como corres-
ponda o alguien mds puede decidir que la direccién de la corrien-
te sea de derecha a izquierda (Figura 1.17) y colocar los signos
de forma opuesta. En este caso, ambas consideraciones estardn
bien hechas ya que a priori no se sabe con exactitud cudl serd la
direccién correcta de la corriente positiva en este elemento y por
lo tanto ambas consideraciones funcionaridn adecuadamente para
comenzar el andlisis del circuito. Recordemos que, si el resultado
de la corriente nos arroja un valor positivo, entonces se escogié la
direccién de las cargas positivas y si el resultado arroja un valor
negativo, entonces se escogi6 la direccién de las cargas negativas y
cualesquiera de los dos resultados sera correcto.
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Corriente

Corriente
positiva positiva
entrando por el entrando por el
elementodel elemento del
Caorriente +[ circuito circuito
positiva
saliendode la . .
fuente de ‘ ‘
voltaje + +
Elemento Elemento
|4 1 de 2 de V.
1 circuito + circuito 2
-
V3
- — -
+ Elemento
'—_ 3 de _-_.
+ I/.S circuito
- + +
Elemento Elemento
V 4 de 5de V.
4 circuito circuito 5
Corriente -'_/ ‘_/ -
retornando a la
fuente de . X
voltaje k’ Corriente Corriente
retornando a la retornando a la
fuente de fuente de
alimentacion alimentacion
Figura 1.16. Direccién de la corriente de izquierda a derecha en el elemento 3.
Corriente Corriente
positiva positiva
entrando por el entrando por el
elemento del elemento del
Corriente +] circuito circuito
positiva
saliendode la
fuente de \ \
voltaje + +
Elemento Elemento
V 1 de 2 de V.
1 circuito circuito 2
- v, =+
3
- f— -
+ Elemento
[o 3 de 0O
+ V‘. circuito
- + +
Elemento Elemento
V 4 de 5de V.
4 circuito circuito 5
Corriente -'_/ ‘/ -
retornando a la i
fuente de ) )
voltaje \ Corriente Corriente
retornando a la retornando a la
fuente de fuente de
alimentacion alimentacion

Figura 1.17. Direccién de la corriente de derecha a izquierda en el elemento 3.
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Colocacién de signos con fuente de corriente

Si la fuente de alimentacién es una fuente de corriente (I,), en-
tonces la forma de colocar los signos en los elementos pasivos se
realizard exactamente igual como se colocaron con una fuente de
voltaje, la Gnica diferencia es que ya sabemos de antemano en qué
direccidén circulara la corriente positiva o negativa. En la Figura
1.18 y en la Figura 1.19 se muestran los casos en los que la fuente
de energia es una fuente de corriente I, y la forma en la que se co-
locan los signos para los elementos pasivos. Observe que se pro-
cede de la misma manera en que se hizo para colocar los signos
con una fuente de voltaje sélo que ahora se trata de una fuente
de corriente. La Unica consideracién que se debe tener es que
ahora a la fuente de corriente también se le colocaran los signos
+y - pero asumiendo que se trata de un elemento activo, por lo
tanto, el signo positivo del voltaje se colocard en el lado que se
encuentre saliendo la corriente positiva de la fuente. De esta ma-
nera garantizaremos que la fuente de alimentacién se encuentra
generando o entregando energia al circuito.

2 Elemento Elemento
+I 8 1de 2de
circuito circuito

Figura 1.18. Conexién de fuente de corriente con dos elementos de circuito.

Corriente
Signos de positiva Resto de Corriente
voltaje para la entrando por el corriente para positiva
fuente de primer el segundo entrando por el
Corriente +I corriente elementodel elemento segundo
positiva ] circuito —_— clemento del
saliendode la circuito
= e F s
+7 * Elemento Elemento
s % v, | e v, | 20
§ circuito circuito
r
- - / - /
Corriente Corriente
retornando a la retornando a la
fuente de fuente de
alimentacion alimentacion

Figura 1.19. Colocacién de signos para fuente de corriente y para los elementos
del circuito.

Lo mismo ocurre si la fuente de corriente alimenta elemen-

tos que se encuentran conectados en una sola trayectoria. En la
Figura 1.20 y en la Figura 1.21 se muestra cémo colocar los signos
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para una fuente justo ante tal situacién. De igual forma que en el
caso anterior, a la fuente de corriente se le colocan los signos que
corresponden para un elemento activo.

Elemento
1 de
circuito
+7 A4 Elemento
5 2de
circuito

Figura 1.20. Fuente de corriente alimentando elementos de un circuito en una
sola trayectoria cerrada.

Signos de Corriente _
volla?e para la positiva Corn.e.nte
fuente de entrando por el positiva
coriente +1 corriente elementodel entrando por el
positiva /’ : circuito Elemento f‘\ele:i}i::?odel
saliendode la - 1 de
fuente +> —_— circuito +

\ + Vi -
1 Elemento
+Is V V 2de

5 2 circuito

Corriente /
retornando a la

fuente de
alimentacion

Figura 1.21. Colocacién de signos para fuente de corriente y para los elementos
del circuito.

ELEMENTOS PASIVOS

Los elementos pasivos que se pueden encontrar en un circuito
eléctrico son de tres tipos, una resistencia o resistor, una bobina
o inductor y un capacitor o condensador. Estos tres elementos son
los que se consideran para el anilisis de circuitos eléctricos de co-
rriente directa junto con las fuentes de alimentacién.

Resistencia o resistor

Una resistencia es aquella que por su naturaleza fisica se opo-
ne al flujo o paso de la corriente eléctrica. Puede ser de carbén
o de cualquier otro material que se resista para que la corrien-
te eléctrica fluya a través de ella. A diferencia de las fuentes de
alimentacidn, las resistencias no tienen polaridad de voltaje ni
corriente predefinida. La unidad de la resistencia es el Ohm, en
honor al fisico aleman Georg Simon Ohm, representado con la le-
tra omega del alfabeto griego (€2) para no confundirlo con el cero.
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El simbolo de la resistencia es una linea quebrada o un pequefio
rectdngulo, ambos acompariados por la letra “R” mayuscula para
identificarlo. En la Figura 1.22 se muestra el simbolo de una re-
sistencia y la forma de encontrarla representada en un circuito
eléctrico.

Figura 1.22. Formas de representar una resistencia eléctrica.

Se pueden tener valores de resistencias eléctricas desde unas
cuantas décimas de ohm hasta valores de mega ohms. Sin em-
bargo, los valores estandar de las resistencias se limitan a unos
cuantos y estan determinados también por limites de potencia
para su fabricacién. En la Tabla 1.3 se muestran en general los
cuatro tipos de resistencias mas comunes, las de carbén, las de
pelicula metélica, que son también conocidas como resistencias
de precisién, las resistencias de potencia y por ultimo las resis-
tencias de montaje superficial o SMD (del inglés “Surface Mounted
Device”).

Tabla 1.3. Aspecto, valores y potencias de las resistencias mas comunes. Fuente:
elaboracién propia a partir de (ElectromundoPro, 2021)

Tipo de resistencia Aspecto Valores comerciales Potencia
Carbén \ 0.1~10MQ 1/4~2W
N
Pelicula metalica \ 0.1~100kQ 1/16~2W
N
Potencia o alambre 0.1 ~10kQ 1/4~500W
~

SMD @ 0.1~1MQ 1/20~1W

En la Tabla 1.4 se muestran los valores 6hmicos estandar de
las resistencias de carbén.
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Tabla 1.4. Valores estdndar de resistencias de carbén. Fuente: Elaboracién propia

a partir de (Veloso, 2016)

1.0Q 10 Q 100 Q 1.0kQ 10 kQ 100 kQ 1.0 MQ
11Q 11Q 110 Q 1.1kQ 11kQ 110 kQ 1.1 MQ
1.2Q 12Q 120 Q 1.2kQ 12 kQ 120 k2 1.2 MQ
1.3Q 13Q 130 Q 1.3kQ 13 kQ 130 k2 1.3 MQ
1.5Q 15Q 150 Q 1.5kQ 15kQ 150 kQ 1.5 MQ
1.6 Q 16 Q 160 Q 1.6 kQ 16 kQ 160 kQ 1.6 MQ
1.8Q 18Q 180 Q 1.8kQ 18 kQ 180 kQ 1.8 MQ
2.0Q 20 Q 200 Q 2.0kQ 20 kQ 200 kQ2 2.0 MQ
2.2Q 22Q 220 Q 2.2kQ 22 kQ 220 kQ 2.2 MQ
2.4Q 24 Q 240 Q 2.4 kQ 24 kQ 240 kQ 2.4 MQ
2.7Q 27 Q 270 Q 2.7kQ 27 kQ 270 kQ 2.7MQ
3.0Q 30 Q 300 Q 3.0kQ 30kQ 300 kQ 3.0 MQ
3.3Q 33Q 330 Q 3.3kQ 33 kQ 330 kQ 3.3 MQ
3.6 Q 36 Q 360 Q 3.6 kQ 36 kQ 360 kQ 3.6 MQ
3.9Q 39Q 390 Q 3.9kQ 39kQ 390 kQ 3.9 MQ
4.3 Q 43 Q 430 Q 4.3kQ 43 kQ 430 k2 4.3 MQ
4.7 Q 47 Q 470 Q 4.7kQ 47 kQ 470 kQ 4.7 MQ
51Q 51Q 510 Q 5.1kQ 51kQ 510 kQ 5.1 MQ
5.6 Q 56 Q 560 Q 5.6 kQ 56 kQ 560 kQ 5.6 MQ
6.2 Q 62 Q 620 Q 6.2 kQ 62 kQ 620 kQ 6.2 MQ
6.8 Q 68 Q 680 Q 6.8 kQ 68 kQ 680 kQ 6.8 MQ
7.5Q 75 Q 750 Q 7.5kQ 75 kQ 750 kQ 7.5 MQ
8.2Q 82Q 820 Q 8.2k 82 kQ 820 kQ 8.2 MQ
9.1Q 91 Q 910 Q 9.1kQ 91 kQ 910 kQ 9.1 MQ

Codigo de colores para resistencias

Para identificar el valor hmico de las resistencias existe un cé-
digo de colores que facilita su lectura y en el que se incluyen tan-
to las resistencias de carbén que tienen 4 bandas de colores, asi
como las resistencias de mayor precisién que cuentan con 5 ban-
das. En la Figura 1.23 se muestra el cédigo de colores, asi como
la forma de identificar el valor de las resistencias de 4 y 5 bandas.
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Figura 1.23. Cédigo de colores para identificar resistencias de 4 y 5 bandas.
Fuente: elaboracién propia a partir de (Heptro Tutoriales, 2017).

Bobina o inductor

El inductor es un componente pasivo que almacena energia en
forma de campo magnético, generando un flujo imantado cuan-
do se hace circular a través de él una corriente eléctrica. Se fa-
brica arrollando un hilo conductor sobre un material ferromag-
nético o aire (Figura 1.24). La cantidad de flujo magnético que
puede producir un inductor estara en funcién de la corriente, el
tamarlo, y la inductancia “L” que es una caracteristica asociada a
su construccién fisica y al tipo de nucleo utilizado. En el sistema
internacional, la unidad de medida de la inductancia es el Hen-
ry o Henrio, en honor al fisico estadounidense Joseph Henry,
y se representa mediante la letra “H” aunque normalmente se
encuentra en valores de milihenrios (mH) o microhenrios (uH).
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Figura 1.24. Inductor con nucleo ferromagnético y con ntcleo de aire. Fuente:
(Rosas, 2017b).

El simbolo que representa a un inductor se muestra en la Fi-
gura 1.25; se pueden distinguir tres tipos diferentes, aunque en la
mayoria de los casos se representa simplemente como el inciso b)
sin distinguir si cuenta o no con nucleo ferromagnético.

a) b) c)
Figura 1.25. Simbolo del inductor o bobina: a) con nucleo ferromagnético, b) con
nucleo de aire, ¢) inductancia en general.

Célculo de la inductancia

Para calcular la inductancia asociada al inductor se utilizan dos
ecuaciones, dependiendo del tipo de ntucleo que se tenga. La ecua-
ci6én (1.2) se utiliza para calcular la inductancia en una bobina con
nucleo ferromagnético, mientras que la ecuacién (1.3) se utiliza
para calcular la inductancia en una bobina con nicleo de aire. En la
Figura 1.26 se muestran los pardmetros fisicos que se utilizan para
calcular la inductancia de un inductor con ntcleo ferromagnético y
de un inductor con ntucleo de aire.
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K,

Figura 1.26. Parametros fisicos para calcular la inductancia en una bobina con
nucleo ferromagnetico o nucleo de aire.

NZ2A
L = % 1.2)
2
::32%;f§ 1.3)

Donde:

L = Inductancia en hernios (H)
w, = Permeabilidad relativa del material ferromagnético (2000-
6000) H
U, = Permeabilidad del aire (espacio vacio) = 41T x 1077 =
£ = Longitud en metros (m) m
A = Area o seccién transversal de una vuelta (m?)
N = Numero de vueltas enteras

Observe que en la ecuacién (1.2) y en la ecuacién (1.3) no se
toma en cuenta el tamafio ni el tipo de material del conductor para
el cdlculo de la inductancia, solo influye la construccién fisica de la
misma y si cuenta o no con nucleo ferromagnético.

Ecuaciones del inductor

El inductor cuenta bdsicamente con tres ecuaciones que determi-
nan su principio de operacion, la ecuacién de voltaje (1.4), la ecua-
cién de corriente (1.5) y la ecuacién de energia (1.6) (McAllister,
2008b). Es importante conocer las ecuaciones matematicas que
rigen el comportamiento del inductor, ya que son éstas las que nos
ayudardn a comprender cémo funciona este elemento dentro de
los circuitos eléctricos. A partir de estas ecuaciones, pues, se de-
riva cdmo opera un inductor con otros elementos de un circuito
eléctrico.

d(iL) 1.4)
dt

UL=L
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1
iL = —f det + io (1.5
L 0
1 .,
WL = EL l @a.e)

Donde:

v; = Voltaje en el inductor en volts (V)

L = Inductancia en henrios (H)

i; = Corriente inicial en el inductor en amperes (A)
W, = Energia del inductor en juls (J)

En la Figura 1.27 se muestra cémo colocar los signos del vol-
taje en el inductor a partir del flujo de la corriente. Observe que los
signos corresponden con los de un elemento pasivo por el cual estd
circulando una corriente eléctrica positiva.

|

+
vy L

Figura 1.27. Direccién de la corriente y signos de voltaje para una bobina o
inductor.

En la ecuacion (1.4) se observa que el voltaje en el inductor es
proporcional al valor de la inductancia L multiplicada por la deriva-
da de la corriente que fluye a través de él, pero, si la corriente fuese
un valor constante I, como es en el caso de los circuitos de corrien-
te directa, entonces el voltaje en el inductor deberia valer cero, es
decir v; = 0 V. Es importante tener esto presente ya que es de gran
importancia cuando se estudian los circuitos RL, RC, o RLC.

Inductores conectados en serie, paralelo y mixto

Se pueden conectar multiples inductores para formar un inductor
equivalente siempre y cuando no se encuentren acoplados magné-
ticamente, es decir, que no se encuentren compartiendo el mismo
flujo magnético o, dicho de otra manera, que no compartan el mis-
mo nucleo. Calcular la inductancia equivalente dependera de cémo
estén conectados entre si los inductores pudiendo estar conecta-
dos en serie paralelo o en conexién mixta.

Inductores en serie
En la Figura 1.28 se muestra un arreglo de inductores conectados
en serie. Para los inductores conectados en serie, la inductancia

equivalente L., se obtiene sumando simplemente todas las in-
ductancias que se encuentren conectadas entre si, tal como lo
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expresa la ecuacién (1.7). Observe que se pueden conectar cual-
quier cantidad de inductores en serie, quedando indicado esto
con el n-ésimo inductor L,.

L L,

Figura 1.28. Inductores conectados en serie.

Leq =L1+L2+"'+Ln (17)
Donde:

L., = Es lainductancia serie equivalente en henrios (H)
L, ,=Son las inductancias en henrios (H)
L,= n-ésimo inductor (H)

Inductores en paralelo

En la Figura 1.29 se muestra un arreglo de inductores conecta-
dos en paralelo. Para los inductores conectados en paralelo, la
inductancia equivalente L., se obtiene con el reciproco de la suma
de todos los reciprocos del valor de cada inductor, tal como lo
expresa la ecuacién (1.8). Observe que también en este tipo de
conexi6n se puede conectar cualquier cantidad de inductores en
paralelo.

Figura 1.29. Inductores conectados en paralelo.

1
Leg = 1
1 1 (1.8)
.1, .1
Ly L Ln
Donde:
L., = Es lainductancia paralelo equivalente en henrios (H)

L, ,=Son las inductancias en henrios (H)
L,= n-ésimo inductor (H)
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Para el caso particular en el que se tengan conectados uni-
camente dos inductores, la ecuacién (1.8) se transforma algebraica-
mente para quedar expresada simplemente como:

L = LiL;
T L+ Ly (1.9)

Inductores en conexién mixta

La conexién mixta se puede presentar con cualquier combina-
cién de inductores en serie y en paralelo combinados entre si.
Para poder calcular la inductancia equivalente L,, serd necesario
identificar qué partes se encuentran conectadas en serie y qué
partes se encuentran conectadas en paralelo para después redu-
cirlas con sus respectivas ecuaciones y simplificar el arreglo hasta
que se tenga un solo inductor equivalente.

Por ejemplo, en la Figura 1.30 se observa un arreglo de tres
inductores en los cuales L, y L; se encuentran conectados en serie
y al mismo tiempo esta combinacién serie se encuentra conecta-
da en paralelo con L;.

L,

eq

Ll L3 |]_> Leq

Figura 1.30. Inductores conectados en forma mixta.

La forma de simplificar este arreglo de inductores seria ob-
teniendo la inductancia serie equivalente de L, y L3, que se puede
nombrar como L3, para después simplificarse en paralelo con el
inductor L; quedando la secuencia de la siguiente manera:

a) Primero se suman las dos inductancias en serie L, y L3
para obtener una inductancia equivalente. En la Figura
1.31 se muestra cémo quedaria representada la simplifi-
cacién en este primer paso.

DEFINICIONES Y UNIDADES

39



L
“ L, Ly,

Figura 1.31. Primer paso para simplificar un arreglo mixto de inductores.

Lz =L+ L3 (1.10)

b) Después, el resultado L,; se combina en paralelo con L,
para que quede un solo inductor con la inductancia equi-
valente L,,.

LiLy3

L, =—= 1.11
1 L1+ Ly (L.11)

c) De esta manera, la simplificacién de inductores en cone-
xi6n mixta se puede llevar a cabo para obtener un tnico
inductor equivalente representado en la Figura 1.32.

eq

Figura 1.32. Inductor equivalente que resulta de simplificar el arreglo mixto de
inductores.

Capacitor o condensador

Un capacitor o condensador es un dispositivo pasivo que almace-
na energia en forma de campo eléctrico. Se le llama capacidad o
capacitancia “C” ala propiedad fisica de almacenar carga eléctrica
“Q” cuando se le aplica un potencial eléctrico en sus terminales.
Un capacitor se construye basicamente con dos placas paralelas
conductoras separadas por un material dieléctrico (&,) o simple-
mente aire (Figura 1.33). La unidad de la capacitancia es el fa-
radio representado con la letra mayuscula “F” en honor al fisico
inglés Michael Faraday.

Q.
R
Placas paralelas ~ G Dieléctrico “e,

0.

Figura 1.33. Construccién fisica de un capacitor de placas paralelas con dieléctrico.

”
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El simbolo que representa a un capacitor estd estrechamen-
te relacionado con su construccién fisica, ya que normalmente se
representa con dos lineas paralelas con sus terminales o por una
linea recta y una linea curva para distinguir la polaridad positiva
y negativa del capacitor. En la Figura 1.34 se muestran los distin-
tos simbolos que se pueden encontrar para la representacién de un
capacitor de placas paralelas. Observe que el capacitor polarizado
tiene una placa curva para representar la polaridad negativa asi
que la colocacién del signo positivo de la polaridad es redundante.

Capacitor sin polaridad Capacitor polarizado

Figura 1.34. Simbolo para capacitor sin polaridad y polarizado.

Célculo de la capacitancia

La capacitancia se puede calcular con o sin material dieléctrico, al
igual que ocurre con los inductores. En la Figura 1.35 se muestran
los pardmetros que se toman en cuenta para el cdlculo de la capa-
citancia. La ecuacién (1.12) se utiliza para calcular la capacitancia
de un capacitor con un material dieléctrico entre sus placas y la
ecuacién (1.13) cuando sélo existe aire entre ellas.

Figura 1.35. Parametros que se consideran para el cdlculo de la capacitancia.

Eo&rA
C= .
P 1.12)
EoA
C =— (1.13)
d
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Donde:

C = Capacitancia en faradios (F) P
€, = Permitividad del vacio = 8.85 x10~12 -

€, = Permitividad relativa (vidrio = 7, nylon = 2, baquelita = 5)
A = Area de cada placa (m?)
d = Separacién de las placas en metros (m)

Existen diferentes tipos de capacitores para cubrir las multi-
ples aplicaciones en las que se les puede encontrar en la industria,
sin embargo, la aplicacién de los capacitores depende del voltaje,
la capacitancia, el tipo de material y la frecuencia donde van a tra-
bajar. La forma y tamario de los capacitores depende de la aplica-
cién y la potencia por lo que existe, entonces, una gran variedad
de formas de encontrar a los capacitores, tal como se muestra en
la Figura 1.36.

&

FII K i g TN K il
Figura 1.36. Aspecto fisico de distintos tipos de capacitores. Fuente: (Rosas,
2017a)

Ecuaciones del capacitor

Aligual que el inductor, el capacitor también cuenta con tres ecua-
ciones que determinan su principio de operacién, la ecuacién de
corriente (1.14), la ecuacién de voltaje (1.15) y la ecuacién de ener-
gia (1.16) (McAllister, 2008a). A partir de estas ecuaciones se de-
riva cdmo opera un capacitor con otros elementos de un circuito
eléctrico.

- d(ve)
ic=C— (1.14)
1 T
Ve = Ef icdt + v (1.15)
0
1
We = > C vc? (1.16)

Donde:

i; = Corriente en el capacitor en amperes (A)
C = Capacitancia en faradios (F)
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v¢ = Voltaje en el capacitor en volts (V)
v, = Voltaje inicial en el capacitor en volts (V)
W= Energia del capacitor en juls (J)

En la Figura 1.37 se muestra cémo colocar los signos del vol-
taje en el capacitor a partir del flujo de la corriente. Observe que los
signos corresponden con los de un elemento pasivo por el cual esta
circulando una corriente eléctrica positiva.

d
-+

— C

Ve

Figura 1.37. Direccién de la corriente y signos de voltaje para un capacitor.

En la ecuacién (1.14) se observa que la corriente en el ca-
pacitor es proporcional al valor de la capacitancia C multiplicada
por la derivada del voltaje aplicado al capacitor, pero, si el voltaje
fuese un valor constante Vg, como es en el caso de los circuitos
de corriente directa, entonces la corriente en el capacitor deberia
valer cero, es decir i = 0 A. Observe que lo mismo ocurre con
el inductor pero para el voltaje, es decir, con sefiales de voltaje
y corriente constantes, el voltaje en el inductor es de 0 V y la
corriente en el capacitor también serd de 0 A. Cuando se estudie
el fenémeno transitorio de los circuitos RL y RC estas caracteris-
ticas serdn de gran importancia.

Capacitores conectados en serie, paralelo y mixto

Se pueden conectar eléctricamente cualquier cantidad de capaci-
tores y de todos ellos obtener una tinica inductancia equivalente
C.,- El valor de esta capacitancia dependera de cémo estén co-
nectados estos capacitores, pudiendo estar conectados en serie,
paralelo o en conexién mixta.

Capacitores conectados en serie

En la Figura 1.38 se muestra la conexién de capacitores en serie
y de los cuales se puede calcular la capacitancia equivalente. Para
calcular la capacitancia en serie, se hace como si se estuvieran cal-
culando inductancias en paralelo, es decir, se calcula el inverso de
la suma de los valores inversos de cada capacitancia como se indica
en la ecuacién (1.17).
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Co ——C Iy Cq=/—

Figura 1.38. Conexidn serie de capacitores.

1

1 1 1
ottt

Ceq ==

a.17)

Donde:

C., = Es la capacitancia serie equivalente en faraidos (F)
Cy,, = Son las capacitancias en faraidos (F)

C,= n-ésimo capacitor (F)

Al igual que ocurre para el caso particular de dos inductores
en paralelo, cuando se tienen dos capacitores conectados en serie,
la ecuacién (1.17) se simplifica algebraicamente para quedar expre-
sada simplemente como lo indica la ecuacién (1.18):

€162 (1.18)

Coy = ———
“T7CL+C,

Capacitores conectados en paralelo

En la Figura 1.39 se muestra la conexién de capacitores en paralelo
y de los cuales se puede calcular la capacitancia equivalente utili-
zando la ecuacién (1.19). Para calcular la capacitancia equivalente
en paralelo, simplemente se suman las capacitancias tal como se
hace para inductores conectados en serie.

Cl CZ
C., c

— — —G ) Cu—/=

Figura 1.39. Capacitores conectados en paralelo.

Ceq = Cl + C2 + ee + Cn (119)

Donde:
C., = Es la capacitancia paralelo equivalente en faraidos (F)

C1 , = Son las capacitancias en faraidos (F)
C,= n-ésimo capacitor (F)
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Capacitores en conexiéon mixta

La conexién mixta se puede presentar con cualquier combina-
cién de capacitores en serie y en paralelo combinados entre si.
Para poder calcular la capacitancia equivalente C,, serd necesario
identificar qué partes se encuentran conectadas en serie y qué
partes se encuentran conectadas en paralelo para después redu-
cirlas con sus respectivas ecuaciones y simplificar el arreglo hasta
que se tenga un solo capacitor equivalente.

Por ejemplo, en la Figura 1.40 se observa un arreglo de cua-
tro capacitores en los cuales C; y C, se encuentran conectados
en serie y al mismo tiempo esta combinacién serie se encuentra
conecta en paralelo con C; y Gy,

C3|

|
|
C c C
1 2 4 i
= — ) C4q==

Figura 1.40. Inductores conectados en forma mixta.

La forma de simplificar este arreglo de capacitores seria
obteniendo la capacitancia serie equivalente de C; y C4, que se
puede nombrar como Cyy, para después simplificarse en paralelo
con los capacitores C; y C, quedando la secuencia de la siguiente
manera:

a) Primero se simplifican los dos capacitores en serie C3y C,
para obtener una capacitancia equivalente Cs4. En la Figu-
ra1.41 se muestra cémo quedaria representada la simplifi-
cacién en este primer paso.

C‘l CZ C34

eq

Figura 1.41. Primer paso para simplificar un arreglo mixto de capacitores.

C3Cy

Cap = ——
T+,

(1.20)

b) Después, el resultado Cs, se combina con los capacitores
C; y C, en paralelo para que quede un solo capacitor con
la capacitancia equivalente C,,.
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c) De esta manera, la simplificacién de capacitores en cone-
xién mixta se puede llevar a cabo para obtener un dnico
capacitor equivalente representado en la Figura 1.42.

C, ——

Off  ——

Figura 1.42. Capacitor que resulta de simplificar un arreglo mixto de capacitores.

ELEMENTOS ACTIVOS

Como ya se habia mencionado con anterioridad, las fuentes de ali-
mentacién en un circuito eléctrico forman parte esencial para su
construccidn, sin alguna de éstas, el circuito no tendria una fuente
de energia para alimentarlo y por lo tanto no existiria ningan voltaje
o corriente fluyendo a través de sus elementos. En electrénica, se
pueden encontrar fundamentalmente dos tipos de fuentes de ali-
mentacion, las fuentes independientes y las fuentes dependientes.

Fuentes independientes

Bésicamente existen dos tipos de fuentes de alimentacién inde-
pendientes y ya fueron explicadas en apartados anteriores al inicio
de este capitulo, se trata de la fuente de voltaje y de la fuente de
corriente (Figura 1.43). A este tipo de fuentes también se les co-
noce como fuentes ideales ya que se caracterizan por mantener en
sus terminales, de forma ideal, constante e independiente el valor
del voltaje o de corriente que se indica en ellas. A estas fuentes se
les puede conectar cualquier cantidad de elementos pasivos y son
capaces de entregar (tedricamente) toda la energia necesaria para
que el circuito funcione adecuadamente.

Fuente de voltaje Fuente de corriente

Figura 1.43. Fuentes independientes ideales de voltaje y corriente.

Al inicio, para el andlisis de circuitos eléctricos siempre se
consideran las fuentes ideales, ya que, para los circuitos, su com-
portamiento es muy semejante al de las fuentes reales. Si después
lo que se desea es hacer un analisis mas profundo y detallado del
circuito, entonces estas fuentes ideales se podran sustituir por sus
respectivas fuentes reales.
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Fuentes dependientes

Son fuentes de voltaje o corriente que no tienen un valor fijo,
su valor depende de un pardmetro de control que puede ser una
corriente (i,) o un voltaje (v,) que se encuentra en otra parte del
circuito. Se representan mediante un rombo y con una flecha en
el interior para indicar que se trata de una fuente de corriente o
con los signos “+“y “-” si se trata de una fuente de voltaje. La Fi-
gura 1.44 muestra los cuatro tipos de fuentes dependientes que

se pueden encontrar en los circuitos eléctricos.

a) b) c) d)
Kv, ri Ki gv,
Fuente de voltaje Fuente de voltaje Fuente de corriente Fuente de corriente
dependientede voltaje  dependientede corriente  dependiente de corriente dependiente de voltaje

Figura 1.44. Tipos de fuentes dependientes.

Enla Figura 1.44ay c, la constante K es adimensional mien-
tras que en la Figura 1.44b, r tiene como unidades V/A, y en la
Figura 1.44d, g tiene como unidades A/V.

Las fuentes dependientes encuentran gran utilidad cuando
se estudian circuitos con transistores BJT o MOSFETSs y circuitos
en los que aparece el amplificador operacional (OpAmp).

SUGERENCIAS ANTES DE COMENZAR
A RESOLVER UN CIRCUITO ELECTRICO

No existe una regla general o un procedimiento especifico para re-
solver todos los circuitos eléctricos. Cada circuito se aborda de for-
ma distinta, sin embargo, les comparto algunas sugerencias que les
pueden ser de utilidad antes de comenzar a resolver alguno:

1. Identificar con claridad lo que se pide en el problema: un
voltaje, una corriente una resistencia, una potencia, etc. No
hacer trabajo innecesario calculando lo que no se pide, o
peor aun, lo que no se necesita.

2. Hay que asegurar que todos los elementos que lo integran
(resistencias, inductores, fuentes, etc.) estan perfectamen-
te identificados con su nombre, valor y con las unidades
correctas. En el caso de que alguno o algunos elementos no
tengan nombre, nombrarlos para mayor facilidad al hacer
los céalculos.

3. Trabajar preferentemente con valores positivos en las fuen-
tes de corriente y fuentes de voltaje, causan menores confu-
siones y hacen que los célculos siempre sean mas sencillos.

4. En caso de saberla, trazar preferentemente la direccién de la
corriente positiva y colocar los signos de todos los elementos
del circuito utilizando la convencién de signos pasiva.
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La préctica te llevard a resolver con facilidad y rapidez los cir-
cuitos que se te presenten. En este libro comenzaremos siempre
por resolver circuitos simples y poco a poco aumentaremos el nivel
de complejidad hasta que no exista problema que no puedas resol-
ver por ti mismo.
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INTRODUCCION

Analizar un circuito significa conocer de él o de algiin elemento que
lo integra: la corriente, el voltaje, la resistencia o la potencia. Para
poder calcular todos estos pardmetros, es necesario conocer y sa-
ber aplicar las leyes experimentales que rigen el comportamiento
delos circuitos y las técnicas o métodos para su analisis. Tales leyes
son basicamente la ley de Ohm, las leyes de Kirchhoff y la ley de la
potencia eléctrica. En este capitulo se estudia la ley de Ohm y la
ley de la potencia para circuitos que estdn construidos basicamen-
te con resistencias. Se presentan las caracteristicas de la conexién
serie, paralelo, mixta, estrella y delta. Los circuitos estardn conec-
tados con una sola fuente de alimentacién.

Nomenclatura para las resistencias

Si en un circuito no estan definidos los nombres de las resistencias,
entonces el alumno tiene la libertad de seleccionar el nombre que
desee para cada resistencia o grupo de resistencias. Lo importante
es que aprenda a identificar a qué resistencia o resistencias corres-
ponde el nombre en el circuito.

El nombre puede ser, la letra R acomparniada de uno o dos su-
bindices, letras, nimeros, simbolos, nombres, etc., algunos ejem-
Plos son: Rl: R12’ Ra’ Rab: Rserie: Rparalelm Rmax: Rmin: RL’ RC? RA; R RT>
etc.

eqr

RESISTENCIAS EN SERIE

Se dice que dos o mas resistencias se encuentran conectadas en
serie si una corriente hipotética describe una sola trayectoria al
circular a través de ellas (LATAM, 2021). Si la corriente encuentra
mas de un camino para circular, entonces las resistencias no se en-
cuentran conectadas en serie. En la Figura 2.1 se presenta el arre-
glo de distintas cantidades de resistencias conectadas en serie. En
particular, en la Figura 2.1d las tres resistencias se encuentran en
serie a pesar de que la forma en la que se muestran no es tan clara.
En la Figura 2.2 se muestra cada una de las corrientes hipotéticas
que circularian en cada arreglo de resistencias para mostrar que se
encuentran conectadas en serie.



a) b)

R, R,
—MW AN

R, R,
—MMA——AWMW
c) d)

Figura 2.1. Arreglos de resistencias conectadas en serie.

RJ. R1 R,
—WW— MWW
I R, I R;
_
a) b)
R, R,
—MAA——WW

- R, RS
—MWW MWW
c)

Figura 2.2. Corriente hipotética que comprueba que las resistencias se encuentran
conectadas en serie ya que la corriente hipotética circularia a través de una sola
trayectoria en cada arreglo.

En la Figura 2.3 se muestran ejemplos de arreglos de resisten-
cias que no se encuentran conectadas en serie debido a que la co-
rriente hipotética no sigue una sola trayectoria. En la Figura 2.3a,
la corriente pasa a través de la resistencia R; pero luego esta se
divide para circular a través de R, y R3 de forma separada. En la Fi-
gura 2.3b, la corriente entra al arreglo de resistencias para después
dividirse en dos partes para circular a través de R; y Rs. Nétese que
la corriente que circularia a través de R; seria la misma corriente
que circularia a través de R, por lo que se deduce que R; y R, en este
arreglo se encuentran conectadas en serie al igual que R; y Ry; sin
embargo, el arreglo completo de resistencias no se encuentra co-
nectado en serie ya que existirian varias trayectorias por las cuales
circularia la corriente hipotética.
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Figura 2.3. Arreglos de resistencias que no estan conectadas en serie debido a que
la corriente hipotética sigue varias trayectorias.

Calculo de la resistencia equivalente serie

Si se tienen conectadas dos o mas resistencias en serie (Figura 2.4),
es posible calcular una sola resistencia equivalente R,, de todas las
resistencias conectadas. La ecuacién (2.1) indica la fqorma de cal-
cular la resistencia equivalente R,, de un arreglo de resistencias en
serie. En esta ecuacién se observa que se pueden conectar n-can-
tidad de resistencias y la resistencia equivalente sera simplemente
la suma de todas y cada una de ellas. De igual manera, si todas las
resistencias son iguales en la conexién serie, entonces la resisten-
cia equivalente serd simplemente el producto de n por el valor de la
resistencia R, tal como se indica en la ecuacién (2.2).

R, R,

R,, R, |]_> R,

Figura 2.4. Arreglo de resistencias en serie para calcular la resistencia equivalente
Re

Req =R1+R2+'“+Rn (21)
Req — nR, (2.2)
Donde:

R,,; = Es la resistencia serie equivalente en ohms ()
R, ,, = Resistencias en ohms (€2)

n = Ntmero total de resistencias
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Ejemplo 2-1. Calcular la resistencia que se pide en cada arreglo.

1

R =50

Utilizando (2.1) tenemos
sustituimos los valores de cada resistencia

Reg=5Q+100

y resulta

Req = 15 Q0

R,=10Q I]:> R,

Utilizando (2.1) tenemos

Req=R1+R2+R3+R4+R5+R6

sustituimos los valores de cada resistencia

Reg=1004+200+1Q+33Q0+47Q0+ 1500

y resulta

Req = 2610

54 ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



3)

R, =33kQ
R, =162 kQ R,=?
R, =4.7kQ

Utilizando (2.1) tenemos
Req = Ry + Ry + Ry
despejamos R, y nos queda
Rz = Reg — Ry — R3
sustituimos los valores de cada resistencia
R, = 16.2kOQ — 3.3 kO — 4.7 kQ

y resulta

R, = 8.2kQ

RESISTENCIAS EN PARALELO

Se dice que dos o més resistencias se encuentran conectadas en para-
lelo si los extremos superiores de cada resistencia se conectan en un
punto comun y los extremos inferiores se conectan a otro punto co-
mun distinto (McAllister, 2008). En la Figura 2.5a se muestran dos
resistencias sin conectar y en la Figura 2.5b se muestran las mismas
dos resistencias conectadas en paralelo. Observe que ambas resis-
tencias se encuentran conectadas a puntos en comun por separado.

Nota: Aplica lo mismo si las resistencias estan colocadas en
forma horizontal, es decir, no habria extremo superior e inferior lo
que habria seria extremo izquierdo y extremo derecho.

Punto comun superior

~

R R, R, R,

* -

. .
LTI YL L

Punto comun inferior
a) b)

Figura 2.5. Forma de conectar a) dos resistencias separadas en b) dos resistencias
en paralelo.
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Otra forma de identificar si dos o més resistencias se encuen-
tran conectadas en paralelo es averiguando si comparten o no los
mismos extremos que una fuente de voltaje hipotética. Esto ocurre
si las resistencias se conectan directamente a una fuente de voltaje
hipotética con sus respectivos conductores. Esto se aprecia en la Fi-
gura 2.6a, todas las resistencias que se conecten de la misma manera
a la fuente estardn conectadas en paralelo entre si. Esta conexién
hacia la fuente también se puede conseguir a través de conductores
comunes, tal como se aprecia en la Figura 2.6b, en la Figura 2.6c y la
Figura 2.6d. Nétese que la terminal positiva de la fuente de vol-
taje (linea continua) se conecta a un extremo de cada resistencia,
mientras que la terminal negativa de la fuente (linea punteada) se
conecta al otro extremo de cada resistencia.

V.s‘ R 1 R 5 V.c

e pnnennnnnn®
"llunl.q-l----.ll'

a) b)

-
.
wet

sessssnsnununnshnnnnnnnRn RN 5

c) d)

Figura 2.6. Resistencias en paralelo conectadas con sus respectivos conductores
a la fuente de voltaje.

En la Figura 2.7 se muestran algunos ejemplos de tres o mds
resistencias conectadas en paralelo y en las que a simple vista no
parece que lo estén. Sin embargo, cumplen con la caracteristica de
estar unidas inicamente a dos lineas en comun (una linea conti-
nua y una linea punteada). La linea continua y la linea punteada
ayudan a visualizar con mayor facilidad la caracteristica de estar
conectadas en paralelo.

Calculo de la resistencia equivalente paralelo

Si se tienen conectadas dos o mads resistencias en paralelo (Figura
2.8), es posible calcular una sola resistencia equivalente R,, de to-
das las resistencias conectadas. La ecuacién (2.3) indica la forma
de calcular la resistencia equivalente R,, de un arreglo de resisten-
cias en paralelo. En esta ecuacién se observa que se pueden conec-
tar n-cantidad de resistencias y la resistencia equivalente sera el
inverso de la suma del inverso de cada resistencia.
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b)

d)
Figura 2.7. Tres o mas resistencias conectadas en paralelo conectadas de formas

poco comunes.

Cuando sdlo se tienen conectadas dos resistencias en paralelo
entonces la ecuacién (2.3) se simplifica algebraicamente para que-
dar como lo establece la ecuacién (2.4), esta ecuacién es muy popu-
lar en el andlisis de circuitos eléctricos por su simplicidad y rapidez
para utilizar. De igual manera, si todas las resistencias son iguales
en la conexién paralelo, entonces la resistencia equivalente R,, serd
igual al valor de la resistencia R, dividido entre el nimero total n de
resistencias que se tengan, tal como se indica en la ecuacién (2.5).

R, R, R, “:> Req

Figura 2.8. Arreglo de resistencias en paralelo para calcular la resistencia
equivalente R.,.

Para calcular la resistencia equivalente de n resistencias co-
nectadas en paralelo se tiene:

Req =77 1

Rt TR, (2.3)
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Para dos resistencias conectadas en paralelo la férmula se
simplifica quedando:

R = RiR;
eq R1+R2 (2.4)

Si se tienen conectadas n resistencias iguales en paralelo, la
férmula se simplifica ain més quedando:

Rn
Req - -
n (2.5)
Donde:
R., = Es la resistencia paralelo equivalente en ohms (2)

R, ,, = Resistencias en ohms (€2)
n = Numero total de resistencias

Para indicar que dos o mds resistencias se encuentran conec-
tadas en paralelo se pueden usar dos barras paralelas (||) entre las
resistencias, tal como se muestra a en la ecuacién (2.6). Esta ex-
presién indica que R; y R, se encuentran conectadas en paralelo. Lo
mismo ocurre si se trata de mds resistencias conectadas en paralelo.

Req =R IR, (2.6)

Nota: Una manera ripida de saber si el resultado obtenido de los
célculos puede ser correcto es identificando el valor 6hmico de la re-
sistencia mas pequefia que se tenga conectada; el valor del resultado
que se haya obtenido de la resistencia equivalente R,, debera ser me-
nor a este valor, de lo contrario, habra un error en los calculos.

Ejemplo 2-2. Calcular la resistencia equivalente que se pide en
cada arreglo.

1
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sustituimos los valores de cada resistencia

1
Rea= 7T 1
50 10Q
y resulta
Req = 3.333 Q)

Observemos que el resultado obtenido es inferior a 5 Q que es
el valor méas pequetio de las dos resistencias conectadas.

Hacemos nuevamente el calculo, pero ahora utilizando la
ecuacion (2.4), entonces tenemos:

R1iR;
Req S —
Ri+ Ry
sustituimos los valores de las resistencias en la ecuacién an-
terior
G Q)(100)
“T50+100
y resulta nuevamente
Reqg = 3.333 Q
2)

100 200 1Q 330 47Q 1500

Observemos que la menor de las resistencias vale 1 €, por lo
tanto, el resultado deberia ser inferior a este valor.
Utilizando (2.3) tenemos

1
1 1 1 1 1 1
RRTRYTR TR TR
sustituimos los valores de cada resistencia
R 1 _ 1
€4 1 1 1 1 1 1 1.2082462 Q71
oat20atTatxBaT7mat500
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y resulta

Req = 0.827,64 ()

3)
R R, =3.3kQ
. R, R 3 J Re =7
R,=? ’ R—g2kn L @
R3 =4.7kQ
Utilizando (2.3) tenemos
R = 1
“=T 1. 1
Ri R, R3
sustituimos los valores de cada resistencia
R = 1 _ 1
| 4 1 N 1 637747 x107* Q1
3.3k " 82kO " 4.7kO
y resulta
Req =1,568.01 Q =~ 1.57 kQ)
4)
R, =R, :R3 =33kQ
R R, R R,=1kQ R, ="
Req =9 1 2 3 4 |]:> q

Utilizando (2.3) tenemos

Req =471

RTRTRTR

sustituimos los valores de cada resistencia

1

1 1 1 1
33k0 T33Kk0 733k T TR

Req =
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y resulta
Req = 0.523,8 k) = 523.8 O

Hay ocasiones en las que, con una simple inspeccién del pro-
blema, se puede resolver mucho mds rapido. Por ejemplo, en este
caso se tienen conectadas tres resistencias iguales en paralelo (n =
3) (Figura 2.9) lo que sugiere que se pueden simplificar rdpidamen-
te con la ecuacién (2.5).

R, =R,=R,=33kQ

R, R, R, R,=1kQ

Figura 2.9. Tres resistencias iguales conectadas en paralelo con otra resistencia.

Una vez simplificadas las tres resistencias en una sola, a ésta
la llamaremos R, (se le puede asignar cualquier nombre) y estara co-
nectada en paralelo con R, (Figura 2.10).

Utilizando la ecuacién (2.5) tenemos

R, 3.3kQ
Rp=—=———=1.1kQ
n 3

Nos quedan sélo dos resistencias (Figura 2.10) las cuales se
pueden simplificar més facilmente.

R,=1.1kQ R,=1kQ

eq

Figura 2.10. Circuito equivalente después de simplificar las tres resistencias
iguales.

Utilizando la ecuacién (2.4) tenemos

p RqRs  (1L1kQ)(1kQ)
1" Rg+Rs  11kQ+1KkQ

y resulta también

Req = 0.523,8 k) = 523.8 Q
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RESISTENCIAS EN CONEXION MIXTA

La conexién mixta es la combinacién de resistencias en serie con
resistencias en paralelo. En la conexién mixta se puede tener cual-
quier cantidad de resistencias combinadas en serie y en paralelo.
En la Figura 2.11 se observan algunos ejemplos de conexién mixta
de resistencias.

R,

—AW

a) b)

Figura 2.11. Ejemplos de arreglos de resistencias en conexién mixta.

Pasos para simplificar resistencias en conexiéon mixta

Se establece una secuencia de cuatro pasos para calcular la resis-
tencia equivalente total en los arreglos de resistencias en conexién
mixta. (Fuente: Adaptado de Unicrom, 2021)

Los pasos son los siguientes:

1. Identificar, marcar y nombrar los grupos de resistencias
que se encuentran conectadas en serie y las que estan co-
nectadas en paralelo.

Calcular la resistencia equivalente de cada grupo.
Redibujar el nuevo arreglo de resistencias simplificado.
Una vez mads, identificar nuevos grupos de resistencias en
serie o paralelo, marcar y nombrar al nuevo grupo o grupos
y continuar con en el paso 2 hasta que quede una sola resis-
tencia total o equivalente.

W

Ejemplo 2-3. Calcular la resistencia equivalente R,, o resistencia
total Ry que se pide en cada caso.

1) Calcular la resistencia total o equivalente de la Figura 2.12.

V=50V
R, =30Q

MAW— )

Vy=450V

— Ir R,=50Q

Figura 2.12. Calculo de resistencia equivalente para arreglo de resistencias en
conexién mixta.
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Identificamos, marcamos y nombramos los grupos de resis-
tencias que se encuentren conectados en serie o en paralelo.

En este caso identificamos que las resistencias R, y R3 se en-
cuentran en paralelo.

R, =150Q PARALELO
VVVV. | A
Rp="? = R R,
' 200 Q 300 Q

Figura 2.13. Identificacién y marcado de resistencias.

Calculamos la resistencia equivalente de cada nuevo grupo
identificado.
Utilizando la ecuacién (2.4) resulta:

R;R3

Ry= R || R3) =——
2= (R I R3) Ryt Rs

Sustituimos los valores y simplificamos

_ (200.0)(300 Q)
~ 2000+ 300Q

A

Ry=1200

Redibujamos el nuevo arreglo de resistencias con sus nom-
bres y valores.
El nuevo arreglo se muestra en la Figura 2.14a.

R, =150 Q

a) b)
Figura 2.14. Arreglo redibujado con grupos de resistencias simplificadas.

Finalmente, solo quedan las resistencias R; y R, ya que se en-
cuentran en serie como se muestra en la Figura 2.14b y su resis-
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tencia equivalente es directamente el valor de la resistencia total
Ry del arreglo.
Utilizando la ecuacién (2.1) resulta:

RT = R1+RA

Sustituimos los valores y simplificamos

Ry =150Q+ 120 Q

Ry =270Q

R;=270Q

Figura 2.15. Resistencia total o equivalente.

2) Calcular la resistencia total o equivalente de la Figura 2.16.

a
R, R,
85Q 24 Q

R . =7
ab R[
36 Q

R, R Ry
59 Q) 20Q 30 Q

b

Figura 2.16. Calculo de resistencia equivalente para arreglo de resistencias en
conexién mixta.

Identificamos y marcamos grupos de resistencias en serie o
paralelo.

En la Figura 2.17 se aprecian dos grupos, uno de resistencias
en serie formado por R, y Ry y otro de resistencias en paralelo entre
RsyRs.

64 ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



a ———— -—
.’/ | SERIE
Ry l R,
585 Q : 24 Q)
R,=7 | |
ab R, A : e ?A,R:“EELQ\‘
36 Q | . I
ERs i E R R |
5905 200 30Q
b o o o ol / | ,‘,I

Figura 2.17. Asociacién de resistencias en serie o paralelo.

Calculamos la resistencia equivalente de cada grupo identifi-
cado.

Con las ecuaciones (2.1) para resistencias en serie y (2.4) para
resistencias en paralelo nos resulta:

RA=R2+R3=8SQ+590=14‘4.Q

RsRs  (200)(300)

= =12Q
Rs+Rs  20Q+300Q

Rg=(Rs I Rg) =

Enla Figura 2.18 redibujamos el nuevo arreglo de resistencias
con sus nombres y valores.

a
R,
24 Q
R, =7
ab Ri RA
36 QQ 144 Q
RB
12Q
b

Figura 2.18. Arreglo simplificado de grupos de resistencias.
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Enla Figura 2.19 identificamos los nuevos grupos de resisten-
cias R, y R, en paralelo y R, y R, en serie.

a
PARALELO SERIE
‘R4
24 Q)
R«rb = 9 C
36 Q 144 Q
RB
12 Q
b — . I

Figura 2.19. Nuevos grupos de resistencias formados.

Calculamos la resistencia equivalente de cada nuevo grupo
identificado.

Con las ecuaciones (2.4) para resistencias en paralelo y (2.1)
para resistencias en serie nos resulta:

RiRs (36 Q)(144 Q)

Rc = (Ry | RY) = =
¢ =Ryl Ra) Ri+Ry 360 +144Q

= 2880

Rp = R4+Rp=240+120 =36

En la Figura 2.20 redibujamos el nuevo arreglo de resistencias
con sus nombres y valores. De este arreglo se aprecia que solo que-
dan dos resistencias conectadas en paralelo por lo que ya se puede
calcular inmediatamente la resistencia equivalente R, tal como se
aprecia en la Figura 2.21.

a
! PARALELO
Rab =7 E
: RC R,')
28.8 Q) 36 Q |
b

Figura 2.20. Arreglo final de resistencias para cdlculo de resistencia equivalente
total Ry,
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Con la ecuacién (2.4) resulta:

RcRp  (28.80)(36 Q)
Rc+Rp 2880 +360Q

Rap = (Rc | Rp) =

Rgp = 16 Q

R,=16Q

b —

Figura 2.21. Resistencia equivalente total R,

LEY DE OHM

Georg Simon Ohm estableci6 la ley que lleva su nombre, ésta es la
principal ley para el anélisis de los circuitos eléctricos y establece que:
“La corriente en un circuito eléctrico, es directamente proporcional
al voltaje e inversamente proporcional a la resistencia” (Ruiza et al.,
2004).

Matematicamente la ley de Ohm se define por la ecuacién
(2.7) y en la Figura 2.22a se muestra cémo se aplica para una fuen-
te de voltaje y una resistencia.

[ = vV
"R (2.7)

Donde:

I = Corriente en ampres (A)

V = Voltaje en volts (V)
R = Resistencia en ohms (Q)

O F O )F

a) b)

Figura 2.22. Ley de Ohm con la fuente de voltaje y una resistencia eléctrica.
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Observe de la Figura 2.22a que la fuente de voltaje es el elemento
activo (el que entrega energia al circuito) mientras que la resistencia es
el elemento pasivo (el que consume la energia), ambos conectados
a través de hilos conductores. En la Figura 2.22b se observa cémo
se establece la direccién de la corriente y los signos del voltaje
para la resistencia, respetando la convencién de signos pasiva.

LEY DE OHM Y POTENCIA

Como ya se menciond, laley de Ohm es la principal ley para el ani-
lisis de los circuitos eléctricos. Cuando esta ley se combina con la
férmula de la potencia para analizar resistencias, entonces surgen
nuevas ecuaciones que relacionan con mayor facilidad la potencia
en una resistencia con el voltaje aplicado o con la corriente que
circula a través de ellas.

De la ecuacién (1.1) para calcular la potencia eléctrica tene-
mos que:

P=VI
Donde:

P = Potencia en watts (W)
V = Voltaje en volts (V)
I = Corriente en amperes (A)

Si sustituimos la ecuacién (2.7) directamente en la ecuacién
(1.1) de la potencia, entonces resulta la férmula que relaciona la
potencia, con el valor de una resistencia y su voltaje aplicado, tal
como queda expresado en la ecuacién (2.8).

P—VI—V(V)—V2
7 "\R/ R
V2
pP=—
R (2.8)

De la misma manera, si despejamos el voltaje V de la ecuacién
(2.7) obtendremos como resultado la ecuacién (2.9); al sustituir
los datos en la ecuacién (1.1) de la potencia, entonces resultara
una férmula que relaciona directamente la potencia con el valor
de una resistencia y la corriente que circula a través de ella, tal
como queda expresado en la ecuacion (2.10).

V =1IR (2.9)

Sustituimos la ecuacién (2.9) en la ecuacién (1.1) de potencia
y resulta la ecuacién (2.10):

P =VI=(RI = I?R
~ P=1I°R (2.10)
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LEY DE OHM Y CIRCUITOS SIMPLES

Los circuitos mas simples de resolver son aquellos en los que se
tienen Unicamente resistencias y en los que se involucra una sola
fuente de alimentacién. A continuacién, se presenta una serie de
ejemplos resueltos que te ayudardn a comprender cémo resolver
un circuito eléctrico y cémo calcular el o los pardmetros que se te
pidan.

Ejemplo 2-4. Calcular la potencia que consume la resistencia del
circuito en la Figura 2.23.

+
V=12V DVR R=550 Q

Figura 2.23. Circuito para calcular potencia.

Solucién.

Observamos que el voltaje aplicado a la resistencia es el mismo que
el de la fuente de alimentacién, por lo tanto, con la ecuacién (2.8),
para calcular la potencia de la resistencia con un voltaje aplicado,
queda:

2 Ve? _(12V)?
R R 5500

P =0.261818W

P =261.818 mW

Ejemplo 2-5. Calcular la corriente que circula a través de la resis-
tencia en la Figura 2.24 y expresar el resultado en mA y pA.

V=15V — DVR R =100 kQ

+

Figura 2.24. Circuito para calcular corriente.
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Solucién:
Aplicamos la ecuacién (2.7) de la ley de Ohm quedando:
Vr 15V

I i ——— —
R 100 x103Q
En amperes I=0.000,15A
En miliamperes I=0.15mA
En microamperes I'=150 pA

Ejemplo 2-6. Un calentador de agua de inmersién estd construido
basicamente por una resistencia eléctrica que se conecta a la red
eléctrica de 127 V y consume una potencia promedio de 2000 W.
Preguntas:

¢ Cudl serd el valor de la resistencia?
;Cudnta sera la corriente que demanda de la red eléctrica cada
vez que se conecta?

Figura 2.25. Calentador de agua de inmersion (Fuente: Jaramillo, 2021).
Solucién.

a) Utilizando la ecuacién (2.8) para despejar la resistencia re-
sulta la ecuacién (2.11)

VZ
P R
Despejamos:
V2
R=—
P (2.11)

Sustituimos los valores de voltaje y potencia, resultando:

_(127v)?
~2,000W

R =8.064 ()
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a) La corriente se puede calcular con la ecuacién (2.7) de
ley de Ohm o despejandola de la ecuacién (1.1) de la
potencia. Con esta tltima opcién tenemos:

P=VI

P
I'=5 (2.12)
Sustituimos los valores de potencia y voltaje, resultando:
_ 2,000 W
127V

[ =15.748 A

Ejemplo 2-7. Para el circuito mostrado en la Figura 2.26 calcular:

a) La potencia que entrega la fuente de corriente.
b) Elvoltaje que se estd aplicando a la resistencia R.

+
I,=5mA

Vi R=33kQ

Figura 2.26. Circuito formado por una fuente de corriente y una resistencia.
Solucién.

a) Todalapotencia que estd entregando la fuente de corrien-

te es la misma que esta consumiendo la resistencia, por lo
tanto, si se calcula la potencia en la resistencia, entonces
estamos calculando también la potencia de la fuente de
corriente.
Dado que la corriente que entrega la fuente es la misma
que circula a través de la resistencia, entonces utiliza-
mos la ecuacién (2.10) para calcular la potencia, resul-
tando:

P=1I?R=(5%x1073A)?(3.3 x 103Q)
P =0.082,5W

P =825mW
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b) Para calcular el voltaje en la resistencia utilizamos la
ecuacion (2.9) de laley de Ohm quedando:

Ve=LR=(5x10"3A)(3.3x103Q)

Ve = 16.5V

Ejemplo 2-8. Para el circuito de la Figura 2.27 calcular el valor de
la resistencia que consuma o demande una corriente de 380 mA
de la fuente de alimentacién de 5 V.

Figura 2.27. Circuito para calcular resistencia.
Solucién.
Ya que tenemos el voltaje y la corriente que se quiere que circule

en el circuito, con la ecuacién (2.7) de la ley de Ohm despejamos la
resistencia, quedando:

|74
=z
4
R=T (2.13)
Sustituimos los valores y resulta:
R=lio 2V
I 0.38A
R =13.157 Q

Ejemplo 2-9. Una autoclave es un recipiente metdlico de paredes
gruesas con cierre hermético que permite trabajar con vapor de
agua a alta presién y a alta temperatura, que sirve para esterilizar
instrumental (material médico, de laboratorio, etc.) o alimentos.
El vapor se produce basicamente a partir de resistencias eléctri-
cas y los hay en potencias que van desde 1,350 W hasta 3,000 W
(TuttNauer, 2009). Se pueden encontrar para voltajes de 120 volts
0230 volts. ;Cuél es la corriente méxima y la corriente minima que
puede consumir este tipo de autoclave?
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Tuttnauer

ERNT]

Figura 2.28. Autoclave para esterilizacién de instrumental médico. (Fuente:
(TuttNauer, 2009))

Solucién.

Utilizando la ecuacién (2.12) se puede deducir que la maxima po-
tencia y el minimo voltaje producirdn la maxima corriente y que
la minima potencia y el mdximo voltaje produciran la minima co-
rriente quedando:

I . I3 max
max Vmin

3,000 W

Iy = —— =25 A
max 120V >

P min

Imin = v
max

I —1’350W—5869A
mneo230v

Ejemplo 2-10. Para el circuito de la Figura 2.29 calcular:

a) La corriente.
b) Lapotencia en la resistencia R.

V=40V R=120Q

Figura 2.29. Circuito para calcular corriente y potencia.
Solucién.

a) Comenzamos trazando la direccién de la corriente y los
signos de voltaje en la resistencia. La convencién pa-
siva de signos establece que la corriente positiva sale
por la terminal positiva de la fuente de alimentacién
(Figura 2.30).
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V.=40V I Ve R=120Q

Figura 2.30. Direccién de la corriente positiva y signos del voltaje en la resistencia.

Se observa que el voltaje de la resistencia Vj es el mismo que
la fuente de alimentacién V, ya que ambos elementos se encuen-
tran conectados en paralelo.

Por lo tanto, para calcular la corriente en la resistencia, aplica-
mos la ley de Ohm con la ecuacién (2.5) resultando:

Vs

==

R
I = V—03333A
1200 Y
I = 333.33 mA

P=VI

P =(40V)(0.333,3A) =13.33W

a) Para calcular la potencia en la resistencia podemos aplicar
cualquiera de las tres ecuaciones (1.1), (2.8) o (2.10). En
este caso calcularemos la potencia utilizando la ecuacién
(1.1), dejando al estudiante que compruebe el resultado
con las otras dos ecuaciones.

P=VI=(40V)(0.333,3A) = 13.33 W

Ejemplo 2-11. En la Figura 2.31 se sabe que la potencia que esta
entregando la fuente de corriente es de 7 W, calcular:

a) Elvoltaje aplicado a la resistencia.
b) La corriente que entrega la fuente de alimentacién.

100 ©

Figura 2.31. Célculo de voltaje y corriente.
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Solucién.

a) Antes de comenzar a resolver el circuito, dibujamos la di-
reccién de la corriente y colocamos los signos del voltaje
de acuerdo con la convencién pasiva de signos. Incluimos
los nombres de los elementos del circuito que ya se tienen
y colocamos los que faltan incluyendo las incégnitas de los
valores buscados. En la Figura 2.32 se muestra cémo queda
completado el circuito con toda la informacién disponible
para comenzar a resolverlo.

P,=TW +
' Ve="2
IR
R =100 Q
f.s'=? -

Figura 2.32. Circuito completado con la informacién proporcionada, colocacién
de signos e identificacién de incégnitas.

Obsérvese que estrictamente no hemos comenzado a resol-
ver el circuito, es decir, hacer calculos, sélo lo preparamos para
tener toda la informacién a la mano y saber qué decisién tomar
para calcular lo que se pide del problema.

Ya que conocemos la potencia de la fuente, y dado que debe
ser la misma que consume la resistencia, por ser el inico elemento
conectado a la fuente, entonces podemos utilizar la ecuacién (2.8)
que relaciona la potencia, el voltaje y la resistencia.

La ecuacién con los nombres de las variables del problema
queda:

Despejamos el voltaje Vi de la ecuacién y resulta:

Vg = VPR (2.14)

Sustituimos los valores del problema en la ecuacién (2.14)
quedando:

Vi = /(7W)(100 Q) = /700 V2
Ve = 26457 V

Ahora, ya con el valor del voltaje, se puede calcular la corrien-
te que circula por la resistencia; como es la misma que circula por la
fuente de alimentacién, entonces habremos terminado el problema.

Con la ecuacién (2.7) de la ley de Ohm resulta:

Vr
ISZIR:E
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Sustituimos los valores quedando:

26457V
Iy = W = 0.264,57 A
Is = 264.57 mA

CIRCUITOS EN SERIE Y SUS CARACTERISTICAS

Un circuito en serie es aquel que estd formado por elementos que
se conectan uno detras de otro para brindar un solo camino por el
cual circule la corriente eléctrica. La Figura 2.33 muestra un circui-
to en serie formado por una fuente de alimentacién y varias resis-
tencias.

o =

Figura 2.33 Ejemplo de circuito serie de resistencias.

Observemos que se especifica para la fuente y para cada resis-
tencia su respectiva corriente (Ir, I, I, ..., I,) y su respectivo voltaje
Vg, Vi, Vs, ..., V). Con estas especificaciones, es posible explicar
cuéles son las caracteristicas principales de los circuitos eléctricos
en serie.

Caracteristicas de los circuitos en serie
De acuerdo a Zapata (2021), las principales caracteristicas son:

1. La corriente es la misma para todos los elementos del cir-
cuito que lo integran.

Ir=L=I=-= In (2.15)
2. Siel circuito se abre o se dafia en cualquiera de los elemen-
tos, entonces deja de circular la corriente para todos los ele-
mentos conectados.
Iy=L=L=-=I,=0A (2.16)
3. La resistencia total del circuito en serie es exactamente

igual que la ecuacién (2.1) para arreglos de resistencias en
serie.

Req=R1+R2+"'+Rn
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4. Si sélo hay una fuente de voltaje conectada en el circuito,
entonces la suma de todos los voltajes en las resistencias es
igual al voltaje de la fuente.

Ve=11+Vo+-+1, (2.17)

A continuacioén, se presentan una serie de ejercicios resueltos
que te ayudardn a comprender cémo resolver un circuito eléctrico
en serie y como calcular el o los pardmetros que se pidan.

En todo momento, debemos tener presentes las caracteristi-
cas de los circuitos serie, ya que la mayoria de las veces nos ayudan
a simplificar enormemente el andlisis del circuito.

Ejemplos. Calcular lo que se pida en cada ejercicio.

Ejemplo 2-12. En la Figura 2.34, calcular:

a) Laresistencia total del circuito.

b) Determinar cudl de las resistencias tiene menor y mayor
caida de tensién.

c) Lapotencia de la fuente y de cada resistencia.

d) Comparar la potencia de la fuente con la de las resistencias.

R=20Q R=65Q

V=24V

Figura 2.34. Circuito serie de una fuente y tres resistencias.
Solucién.

a) Conlaecuacién (2.1) calculamos la resistencia total.

Rr =Rys+ Rp + R,

Rr=20+650+350Q
Rr =120

b) Para calcular la caida de tensién o voltaje en cada resisten-
cia, es necesario conocer primero la corriente que circula a
través de ellas. Para conocer esta corriente, construimos el
circuito equivalente con la resistencia total.

+
V=24V Iy R=12Q
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d)

Calculamos la corriente total, que es la misma para todas
las resistencias al estar conectadas en serie.

ViV
"= Ry 120
IT=2A

Para saber cudl resistencia tiene menor o mayor caida de
tension (voltaje), entonces calculamos el voltaje en cada
una de ellas y los comparamos entre si.

Vb = ITRb = (2 A)(65 .Q) =13V

V. =ItR.=(2A)(35Q0) =7V
Observamos que la menor de las resistencias tiene la me-
nor caida de tensién (4 V) mientras que la mayor de las

resistencias tiene la mayor caida de tensién (13 V).

Calculamos la potencia de la fuente con la corriente y el
voltaje totales quedando.

Pr=1I:Vr =(2A)(24V) = 48W
Ahora calculamos la potencia en cada resistencia con la

ecuacion (2.10), aprovechamos que la corriente es la mis-
ma para todas ellas, resultando.

P, =Ir*R,=(2A)?(20) =8W
P, =I7%R, = (2 A)%2(6.5Q) =26 W

P.=1I7*R. = 2A)2(350) =14 W

Sumamos las potencias de las resistencias y la comparamos
con la potencia de la fuente de alimentacion.

Pr=FP,+P,+PF
48W=8W+26W+ 14 W
48 W =48 W

La suma de la potencia de las resistencias es igual a la potencia
de la fuente.
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Ejemplo 2-13. En el circuito de la Figura 2.35, calcular:

a) Elvalor dela resistencia R;.
b) El voltaje V; si se sabe que la potencia que consume el
circuito es de 495 W.

R=22Q R=15Q

V=165V

Figura 2.35. Circuito serie de una fuente y tres resistencias.
Solucién.

La potencia que consumen las resistencias es igual a la potencia
que entrega la fuente de alimentacién; podemos utilizar este valor,
junto con el voltaje de la fuente de alimentacién, para calcular la
resistencia total del circuito o la corriente total del circuito. La re-
sistencia total nos servira para calcular el valor de R; y la corriente
total nos servird para calcular el voltaje V;.

a) Para calcular la resistencia total utilizamos la ecuacién

(2.8) de la potencia.
v 2

p V1

Rt

Despejamos el valor de la resistencia y nos queda:
Vr® (165 V)?
Pr 495W

Del célculo de la resistencia total en serie despejamos Rz y nos
queda:

RT= =550

Rr=Rs+ Ry + R,
R3=RT—R1—R2
R; =550-220-150=180Q

b) Para calcular la corriente total utilizamos la ecuacién
(1.1) con voltaje y corrientes totales.

Pr = Vrlr
Despejamos la corriente y tenemos:

Pr  495W
r=—=——=3A

Vr 165V
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Ya que la corriente es la misma para todos los elementos co-
nectados en el circuito serie, de laley de Ohm despejamos el voltaje
V1 quedando:

41

IT:Il:Rl

Despejamos V; y resulta:

V, =IrR; = (3A)(22Q) = 66V

Ejemplo 2-14. En el circuito de la Figura 2.36, calcular:

a) Elvoltaje en la resistencia R,.
b) Elvoltaje enlos extremos de la fuente de alimentacién para
el sentido de la corriente positiva.

R=12Q R=3Q

R=05Q

Figura 2.36. Circuito serie de una fuente de corriente y tres resistencias.
Solucién.

Antes de resolver el ejemplo, tenemos que recordar que la corriente
en serie es la misma para todos los elementos, por lo tanto:

a) Elproblema es muy sencillo ya que, para calcular el voltaje
de la resistencia R,, bastara sélo con aplicar la ley de Ohm
para el voltaje quedando.

Vo =IR; = (-1.4A)(3Q) = —-4.2V

El valor negativo indica que el voltaje realmente tiene pola-
ridad opuesta a la sefialada en la figura.

b) Para el voltaje total en la fuente, primero se obtiene la re-
sistencia total sumando todas las resistencias y después se
multiplica por la corriente de la fuente, tal como se aprecia
en la Figura 2.37.

RT=R1+R2+R3
Rr=120+30+050=470Q

Pero el problema indica que se debe calcular el voltaje para
la direccién de la corriente positiva, por lo tanto, y para conseguir
que la corriente sea positiva, s6lo tenemos que invertir el sentido
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del flujo de la corriente en la fuente de alimentacién, quedando
como se indica en la Figura 2.38.

IL=-14A] +
vl Ry=4.7Q

Figura 2.37. Circuito equivalente con fuente de corriente.

1=14A] -
vV f“ er 4.? Q

Figura 2.38. Circuito invirtiendo el sentido de la fuente de corriente para hacerla
positiva.

Por lo tanto, el voltaje de la fuente resulta.
Vs = IsR = (1.4 A)(4.7 Q) = 6.58V

Es muy importante notar que el voltaje es positivo y con la
polaridad en los signos que se indican en la Figura 2.38.

CIRCUITOS EN PARALELO Y SUS CARACTERISTICAS

Un circuito paralelo es una conexién de dispositivos (resistencias, ca-
pacitores, bobinas, etc.) en la que todas las terminales de entrada de
todos los dispositivos coinciden entre si, al igual que todas sus ter-
minales de salida. (Cabrerizo et al., 2008). En un circuito en paralelo
cada elemento esta conectado de forma independiente a la fuente de
alimentacion, por lo tanto, tienen la misma tensién (“Circuito en pa-
ralelo”, 2014). En un circuito en paralelo, cuando la corriente sale de
la fuente de alimentacién sigue distintos caminos antes de regresar
ala fuente.

El aspecto de un circuito en paralelo se muestra en la Figura
2.39. Observemos que se especifica para la fuente y para cada resis-
tencia su respectiva corriente (I, I, I, ..., I,) y su respectivo voltaje
Vg, Vi, Vs, ..., V). Con estas especificaciones, es posible explicar
cudles son las caracteristicas principales de los circuitos eléctricos
en paralelo.

_Ir g
+ + o -|- .
Ll &l al
VT V] Rl Vz Rz Vn Rrr

Figura 2.39. Circuito en paralelo de n-resistencias.
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Caracteristicas de la conexién en paralelo

1. Latensién o voltaje es el mismo en todos los elementos del
circuito.

VT = Vl = VZ = eee = Vn (218)

2. A cada uno de los caminos por los que puede seguir la co-
rriente eléctrica se le denomina “rama”.

3. La suma de las corrientes de rama es igual a la corriente
total del circuito.

Ir=L+L+-+1, (2.19)

4. La resistencia total equivalente es menor que la menor de
las resistencias del circuito.

A continuacion, se presentan una serie de ejemplos resueltos
que te ayudardn a comprender cémo resolver un circuito eléctrico
en paralelo y como calcular el o los pardmetros que se pidan. En
todo momento, debemos tener presentes las caracteristicas de los
circuitos en paralelo, ya que la mayoria de las veces nos ayudan a
simplificar enormemente el andlisis del circuito.

Ejemplo 2-15. Del problema de la Figura 2.40, calcular:

a) Laresistencia total del circuito.

b) ¢Cual de las resistencias tiene menor y mayor corriente?

o) Lapotencia de la fuente y de cada una de las resistencias.
d) Comparar la potencia de la fuente con la de las resistencias.

I,
—Ls
+ I!l R, b R, » Ry
) NSha Foesa 350

Figura 2.40. Circuito paralelo de una fuente y tres resistencias.
Solucién.

a) Calculamos la resistencia equivalente utilizando la ecua-
ci6én (2.3) de resistencias en paralelo.

R = 1
L N W
20 650 350
Y resulta
Rr =1.064
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b) Para saber cudl resistencia tiene mayor y menor corriente,
es necesario que calculemos las corrientes de las resisten-
cias con la ecuacién (2.7) de la ley de Ohm.

Vv
™R, T 20

L=t _ 2V oeaaa

7R, 650

L=l 2V _ a5y

TRy 350

Observemos que la corriente mayor corresponde para la me-
nor de las resistencias, mientras que la mayor de las corrientes co-
rresponde para la resistencia de menor valor.

c) Para calcular la potencia de la fuente y de cada resistencia,
podemos utilizar la ecuacion (2.8) de la potencia.

p —VTZ—(24V)2—541353W P —sz—(24v)2—88615w
"7 Ry 10640 7R, 650
V2 (24V)2 V32 (24V)2
Pp=—=-—""""_=288W Pi=— = — 164571 W
1™ R, 20 7 R;  35Q

d) Sumamos la potencia de las resistencias y la comparamos
con la potencia de la fuente de alimentacién.

PT = P1 + P2 + P3
541.353 W ~ 288 W + 88.615W + 164.571 W

541.353 W =~ 541.18 W

Se observa que practicamente la suma de la potencia de las re-
sistencias es igual a la potencia de la fuente de alimentacién.

Ejemplo 2-16. Del problema de la Figura 2.41, calcular:

a) Laresistencia total del circuito.

b) Elvoltaje V..

o) La corriente en cada resistencia y compruebe que la suma
de todas ellas es la corriente total.

d) Lapotencia de cada una de las resistencias y de la fuente.

e) Comparar la potencia de la fuente con la de las resistencias.
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@
/ + 2 I
s o 3
10 mA ; R,5kQ R,
20 kQ

e

R, 4kQ
o

Figura 2.41. Circuito paralelo de una fuente de corriente y tres resistencias.

Solucién.
a) Calculamos la resistencia equivalente utilizando la ecua-
cién (2.3).
1

1 1 1
Zka Ts5Ka T 200

RT=

RT=2k.Q

Y el circuito que resulta se muestra en la Figura 2.42.

E ORI
10 mA 24O

Figura 2.42. Circuito equivalente con una resistencia.

b) Para calcular el voltaje V, lo hacemos con la ley de Ohm
despejando el voltaje.

Vx = ITRT = (10 mA)(Z kQ)

V=20V
o) La corriente de cada resistencia se calcula con la ley de
Ohm.
I—Vx—ZOV—OOOSA—S A
TR axg” ATW
I—%C—ZOV—OOO4A—4 A
2R, sk TR
I L& _ 20V =0.001A=1mA
3T R, 20k --m
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Las sumamos y comparamos.
L+ +13=Ir
SmA+4mA+1mA=10mA
-~ 10 mA = 10 mA

Observamos que se cumple que la corriente total es la suma
de las corrientes de todas las ramas del circuito en paralelo.

d) Para calcular la potencia de la fuente y de cada resistencia,
utilizamos la ecuacién (2.8) de la potencia.

oo @OV 100 mw
1=R, ~ Takq T YW
pyo B @OV ew =80 mw
2=7R,  s5R0 o TeEm
poo i @OV W= 20mw
3T Rs 20k o TeYm

Para calcular la potencia de la fuente de corriente lo hacemos
con la ecuacién (1.1) de la potencia.

Pr =Vrlp = (20 V)(10 mA) = 200 mW

e) Sumamos la potencia en las resistencias y la comparamos
con la potencia de la fuente de alimentacién.

PT = P1 + PZ + P3
200 mW = 100 W + 80 mW + 20 mW
~ 200 mW = 200 mW

La potencia que se consume en las resistencias es igual a la po-
tencia que entrega la fuente de alimentacién.

CIRCUITOS EN CONEXION MIXTA
Y SUS CARACTERISTICAS

Un circuito en conexién mixta es aquel en el que una parte de las
resistencias estd conectada en serie y otra parte lo estd en parale-
lo. No hay regla para establecer cémo construir un circuito mixto.
Para resolver este tipo de circuitos, se aplican las reglas de solucién
de los circuitos en serie y de los circuitos en paralelo de forma com-
binada o alternada (ElectronicaOnline, 2020).
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El aspecto de un circuito mixto se muestra en la Figura 2.43.

Figura 2.43. Circuito mixto de resistencias.

Caracteristicas de la conexién mixta

1. Estd compuesta por arreglos de resistencias en serie y/o
paralelo.

2. Elvoltaje en cada punto de conexién varia dependiendo de
las caidas de tensién en cada resistencia.

3. La corriente también varia dependiendo de la conexién.

4. La resistencia equivalente se obtiene con las férmulas de
resistencias en serie y en paralelo de forma combinada o
alternada.

A continuacién, se presenta una serie de ejemplos resueltos
que te ayudardn a comprender cémo resolver un circuito eléctrico
mixto y cémo calcular el o los pardmetros que se pidan. Es impor-
tante tener presentes las caracteristicas de los circuitos serie y de
los circuitos en paralelo ya que éstas seran las bases principales
para poder resolver los mixtos.

Ejemplo 2-17. Del circuito de la Figura 2.44, calcular:

a) Laresistencia total del circuito.

b) La corriente total.

c) Elvoltaje V,y el Voltaje V.

d) La corriente en cada resistencia.

e) Lapotencia de la fuente, la potencia de todas las resisten-
cias y compararlas.
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Figura 2.44. Circuito mixto de resistencias.

Solucién.
a) Identificamos dos grupos de resistencias en paralelo, uno
de dos y otro de tres resistencias, los cuales reducimos por
separado con la ecuacién (2.3).

Ri=— R = .
zatsa 2007300 7600
Ry=240 Ry =100

El circuito equivalente después de reducir los grupos de resis-
tencias queda como se muestra en la Figura 2.45.

IT + V.*f - ]T + VB - IT

Vp=62V R;=240Q Ry;=10Q

Figura 2.45. Circuito mixto en una primera simplificacién.
Observamos que ahora se tienen dos resistencias conectadas

en serie y por lo tanto el circuito se puede reducir con la ecuacién
(2.1) quedando como se aprecia en la Figura 2.46.
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RT=RA+RB=24.Q+10.Q

Ry =12.4Q
I

—>
Vy=62V +
@yk R;,=1240Q

Figura 2.46. Circuito equivalente reducido a una sola resistencia.

b) A partir de la Figura 2.46, la corriente total se calcula con la
ley de Ohm (2.12) quedando.

LV _ 62V
"7 Ry 1240
Vr
Ir=—=5A

T RT

o) Los voltajes V, y V; se calculan con la corriente total y con
la ayuda del circuito de la Figura 2.45. Ya que las resisten-
cias se encuentran conectadas en serie, entonces la corrien-
te total es la misma para las dos resistencias R, y R;. Luego,
con laley de Ohm para el voltaje —ecuacién (2.9)- se calcula
cada uno de los dos voltajes.

Va=1IrRy=(5A)(24Q) Vg=IrRz=(5A)(100Q)
Vy =12V Vg =50V

d) Puesto que las resistencias estan conectadas en paralelo, y
el voltaje en paralelo es el mismo para todos los elementos
que estan conectados entre si, entonces el voltaje V, es el
mismo para las resistencias de 4 Qy 6 Q. Lo mismo sucede
con el voltaje V3, es el mismo para las resistencias de 20 €,
30 Qy 60 Q.

Entonces, para calcular las corrientes en cada una de las
resistencias les aplicamos la ley de Ohm con su respectivo
voltaje.
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Vg 50V

VA 12V 13:—:—:2.5A
=4 200 200
h=10=7q 734

v, 12V Vg 50V
_Va _ I,=— =2 —1666A
Lh=cqg=cg =24 7300 300

=B 220V _ 833
57300 600

e) Ya que disponemos de la informacién de voltajes y corrien-
tes en todas las resistencias y en la fuente, entonces pode-

mos calcular todas las potencias.
La potencia en las resistencias es:

P, =Vul, = (12V)(2A) = 24 W

Py =Vl =(12V)(3A) =36 W
P, = Vgly = (50 V)(1.666 A) = 83.33 W

P, =VyI, = (12 V)(Z A) =24W
Py = Vgls = (50 V)(0.833 A) = 41.66 W

La suma de las potencias en las resistencias es:
Pr =Py + Py + P3+ P, + Ps = 309.999 W

La potencia en la fuente de voltaje es:
Pr=Vplr =(62V)(5A) =310W

La potencia de las resistencias es igual ala potencia de la fuente.
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Ejemplo 2-18. Del circuito de la Figura 2.47, calcular:

a) Elvoltaje de la resistencia de 20 Q.
b) La resistencia total del circuito.
c) Lapotencia de la resistencia de 105 Q.

75 Q

105 Q 2100

Figura 2.47. Circuito mixto de resistencias, inicamente con valores de fuente y
resistencias.

Notas antes de comenzar

+ Es muy comun que se presente un circuito en estas condi-
ciones, es decir, sélo con los valores de las resistencias, el
valor de la fuente y con lo que se pida calcular, en este caso
un voltaje, la resistencia total y una potencia.

« Antes de comenzar a resolver el circuito, te recomiendo
que pongas nombre a todas las resistencias, esto te ayudara
a saber qué es lo que necesitas calcular y te dard una idea de
c6mo comenzar a resolver el problema.

+  Recuerda que los nombres ti los puedes escoger como mejor
te parezca, pero es mejor si lo haces de forma ordenada, de
izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, para que sepas
ubicar rapidamente dénde se encuentra cada componente.

Deigual manera, marca las corrientes y sus direcciones, asi
como los voltajes y sus polaridades, recuerda hacerlo con la
convencién pasiva de signos.

+  Unavez hecho esto, puedes empezar a resolver el circuito y
tomar las decisiones de cémo y por dénde comenzar.

+ En la Figura 2.48 te propongo una sugerencia de cémo se
pueden nombrar todos los elementos del circuito.
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Ry

Figura 2.48. Circuito mixto en el que se definen las corrientes y voltajes para

todos sus componentes.

En otras circunstancias, es aqui donde comenzaria el pro-
blema y donde simplemente se nos pediria el voltaje V3, la
resistencia total Ry y la potencia en Rg.

Observa que para las resistencias R, y Rs defini un solo vol-
taje, el cual llamé V,, ya que se encuentran conectadas en pa-
ralelo y el voltaje es el mismo para las dos. Lo mismo ocurrié
para las resistencias Rg y R; donde solo defini el voltaje V5.

Solucién.

a)

b)

Elvoltaje de la resistencia de 20 Q con la nomenclatura que
sugeri corresponde a V;. Observa con atencién porque la
fuente de corriente I; y la resistencia R, estdn conectadas
en serie. Esto significa que la corriente de la fuente es igual
a la corriente de la resistencia R, y, por lo tanto, el volta-
je V; se puede calcular inmediatamente con la ley de Ohm
para el voltaje con la ecuacién (2.9) quedando.

V1 = 11R1 = ISRl = (2 A)(ZO .Q)

Vi =40V

Para calcular la resistencia equivalente, observamos que las
resistencias R, y Rs estan conectadas en paralelo del mismo
modo que lo estdn las resistencias Ry y R;. Entonces inicia-
mos simplificando estos arreglos con la ecuacién (2.4) para
dos resistencias en paralelo quedando.

_ ReRs  (500)(750) _ ReR; _ (1050)(210 Q)
" R,+Rs 500+75Q BT Re+R, 105Q+210Q
Ry=300Q Rp=700Q
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El circuito se simplifica (Figura 2.49) y ahora quedan conecta-
das las resistencias R, R, y R en serie, resistencia que llamaré R.

+ o _hE M- SERIE
——WW
L R 200 R; 200 Q

+ !Zl C o+ 1
3 Ry
Is + 1 0
R, - |

(I) 2 150 Q<y,

2A - + Iy
I,
- V_:g 70 Q !

Figura 2.49. Circuito equivalente después de reducir dos grupos de resistencias
en paralelo.

Rc=Rs+Rs+Rz=2000+300+700Q
Rc = 3000

Al simplificar las resistencias, el circuito se reduce atin mucho
mas, quedando como se muestra en la Figura 2.50.

Figura 2.50. Circuito mixto reduciendo resistencias en serie.
Ahora aparecen las resistencias R, y R conectadas en paralelo

las cuales llamaremos simplemente Ry, las simplificamos y redibu-
jamos el circuito equivalente.
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R:Rc (150 0)(300 Q)

Rn = =
DT R, +R; ™ 150Q+3000Q
Rp =100Q
- ¥ -
——VWW—

L R 200
+ ,”l

{

s ’ RD 3
Vr 100 v,

2A -

Figura 2.51. Circuito mixto simplificado a dos resistencias en serie.

En la Figura 2.51 se puede ver con claridad que las resisten-
cias R; y Rp estdn conectadas en serie, por lo tanto, la resistencia
total del circuito se puede calcular como:

Rr=R;+Rp=200+1000
Ry =120 Q

c) Para calcular la potencia en Ry (105 Q) necesitamos la co-
rriente o el voltaje de esta resistencia y no tenemos ningu-
no de los dos. Entonces, debemos pensar cémo poder obte-
ner cualquiera de estos dos valores a partir del resto de los
valores presentes en el circuito original o en los circuitos
equivalentes que hemos construido.

Por ejemplo, de la Figura 2.49, si conociéramos el valor de la
corriente I3, seria la misma corriente que Iz y por lo tanto podria-
mos calcular el voltaje de la resistencia Rz. Y como la resistencia Ry
estd formada por el paralelo de las resistencias Rg y R;, entonces el
voltaje de la resistencia Rj seria también el voltaje de la resistencia
Rg. De este modo, con el voltaje de R ya podriamos calcular la po-
tencia en Rq.

Pero, para poder calcular el valor de la corriente I;, en la Fi-
gura 2.50 necesitamos conocer el voltaje V- ya que con este voltaje
podemos calcular la corriente I, que es la misma que .

Ahora, si observamos bien, el voltaje de la resistencia R es
también el voltaje de la resistencia R,, ya que se encuentran conec-
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tadas en paralelo y, al mismo tiempo, es el voltaje de la resistencia
Rp puesto que esta resistencia se forma con el paralelo de R, y R.
Entonces, si calculamos el voltaje V}, podemos calcular la co-
rriente I5, para después calcular el voltaje Vi que es el mismo para
la resistencia Ry. De este modo ya seria posible calcular la potencia
en la resistencia Rg. La ecuacion (2.20) muestra la secuencia que
debemos seguir para poder calcular la potencia en la resistencia R.

Vp =2 Ve—oIc— I3 > Ig > Vg - Vg > Pge (2.20)

El voltaje Vj lo podemos calcular directamente del dltimo
circuito equivalente en la Figura 2.51 con la ecuacién (2.9) ya
que todos los elementos estadn conectados en serie. Entonces la
corriente de la fuente I es la misma que para R, y para R, por lo
tanto, queda de la siguiente manera:

Vp = IpRp = IsRp = (2 A)(100 Q) = 200V

Y como el voltaje en R es igual que el voltaje de Rp, queda:

Ve=Vp =200V

Ahora, calculamos el valor de la corriente I, y la igualamos
con I; y con Iy quedando como:

Ve 200V
== —0666A

©TR; 3000

Ig =13 =1 =0.666 A
Ya con el valor de la corriente I; podemos calcular el voltaje V.
Vg = IgRp = (0.666 A)(70 Q) = 46.666 V
Este voltaje es el mismo que el de la resistencia Rg
Ve = Vg = 46.666 V

Por dltimo, calculamos la potencia en la resistencia Rg con la
ecuacion (2.8) de la potencia.

Ve?  (46.666 V)?

Pop = —— =
Re ™ R 105 Q.

Pre = 20.74 W
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RESISTENCIAS CONECTADAS EN ESTRELLA
Y DELTA

En ocasiones, aparecen circuitos eléctricos que no estan conecta-
dos en serie ni en paralelo porque no es posible reducirlos a una
sola resistencia equivalente utilizando las férmulas de serie y para-
lelo que aprendimos con anterioridad. A este tipo de conexiones se
les llama conexién estrella o ye (Y) y conexién delta o tridngulo (A).
Estas conexiones aparecen con mads frecuencia en las aplicaciones
industriales para motores y transformadores de corriente alterna
trifasicos (APCE, 2017), pero en ocasiones pueden aparecer mien-
tras analizamos un circuito de corriente directa con resistencias y
debemos saber qué hacer para poder resolverlo. En la Figura 2.52
se muestran las conexiones de resistencias en estrella y en delta.

X

z

Figura 2.52. Conexién estrella o delta de resistencias.

Caracteristicas de la conexién en estrella y delta en circuitos
de corriente directa

1. Siun circuito en estrella estd conectado a una fuente de ali-
mentacion, este circuito se puede transformar en un nuevo
circuito en delta conservando el mismo nivel de consumo
de potencia de la fuente.

2. Si se desea calcular la corriente, el voltaje o la potencia en
una resistencia que se encuentre conectada dentro de una
estrella o de una delta, esta resistencia no se debe transfor-
mar para que siga conservando las mismas caracteristicas
eléctricas que tiene en el circuito original.

3. Si se construye un circuito en estrella y otro en delta, am-
bos con todas las resistencias de los mismos valores, el cir-
cuito en delta consume 3 veces la potencia que consume el
circuito en estrella.

Resistencias en estrella (Y) y delta (A)

Un ejemplo de circuito que estd conectado en estrella o delta es el
que se muestra en la Figura 2.53. En este circuito ninguna de las
resistencias se encuentra conectada en serie por no compartir la
misma corriente con ninguna otra ni tampoco en paralelo porque
ningln par de resistencias comparten las dos mismas terminales
conectadas de forma comun entre si. En este circuito, se presentan
dos posibles conexiones en delta A, una formada por las resisten-
cias R,, R, y R 1a que llamaremos delta uno (A,) o la otra que se for-
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ma con las resistencias Ry, R, y R;1a que llamaremos delta dos (A,).
De igual manera, se podria decir que se pueden tener dos posibles
conexiones en estrella o ye (Y), una formada por las resistencias R,,
R,y R;la cual llamaremos (Y;) o la otra que se forma con las resisten-
cias R,, R, y R, la cual llamaremos (Y,). En la Figura 2.54 se indican
graficamente las conexiones en delta y estrella que se acaban de
mencionar.

Figura 2.53. Circuito de corriente directa que cuenta con resistencias en estrella
y delta.

Figura 2.54. Identificacién de conexiones en estrella o delta en el circuito.
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Transformacion estrella - delta (Y — A) y delta — estrella (A —~Y)

Segin convenga, para su andlisis, es posible transformar el tipo
de conexién de un circuito de estrella a delta (Y = A) o de delta a
estrella (A —Y). Para conseguir la transformacién de una forma a
otra, se utiliza la Figura 2.55, que relaciona las resistencias R, R, y
R, conectadas en delta (A), con las resistencias R;, R, y R; conecta-
das en estrella (Y).

4

y

Figura 2.55. Relacién entre la estrella y la delta para hacer la conversién de una a
otra.

Transformacién de estrella a delta (Y — A)

Si se tienen conectadas las resistencias en estrella y se desea o se
necesita obtener a la conexién en delta, entonces se deben llevar a
cabo los siguientes pasos:

1. De las resistencias conectadas en estrella, calcular la Y del
sistema con la ecuacién (2.21).

Y = R{Ry + R;R3 + R3R4 (2.21)

2. Después, calcular las resistencias R,, R, y R, de la delta de
acuerdo con la siguiente secuencia, y basados en la Figura
2.55, a partir de las siguientes ecuaciones.

-
3 (2.22)

.
Ry (2.23)

ret
R, (2.24)

Observar la secuencia para el calculo de las resistencias de la
delta. Se aprecia que, por ejemplo, la resistencia R, se calcula con
la Y del sistema dividida entre la resistencia que es perpendicular
a R, en la Figura 2.55, en este caso es la resistencia R;. Del mismo
modo y con la misma secuencia, si se desea calcular la resistencia
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R, se calcula con la Y del sistema dividida entre la resistencia que es
perpendicular a R, en la Figura 2.55, en este caso es la resistencia R;.

Transformacién de delta a estrella (A—Y)

Si se tienen conectadas las resistencias en delta, y se desea o se
necesita obtener la conexién en estrella, entonces se deben llevar a
cabo los siguientes pasos:

1. Delasresistencias conectadas en delta, calcular la A del sis-
tema con la ecuacién (2.25).

A=Rg+Rp+R. (2.25)
2. Después, calcular las resistencias Ry, R, y R3 de la estrella de

acuerdo con la siguiente secuencia, y basados en la Figura
2.55, a partir de las siguientes ecuaciones.

R.R
R1 — cira
A (2.26)
_ RaRb
27 (2.27)
RbRc
Rs = A (2.28)

Observar que también existe una relacién entre la localiza-
cidn fisica de las resistencias y la ecuacién que se debe utilizar para
cada una de ellas. En la secuencia para el calculo de las resisten-
cias de la estrella, se aprecia que para calcular la resistencia R; se
multiplican las resistencias entre las que se encuentra R;, en este
caso las resistencias Rc y R, de la Figura 2.55, y se dividen por la A
calculada. Del mismo modo y con la misma secuencia, para calcular
la resistencia R, se multiplican las resistencias entre las que se en-
cuentra R,, en este caso las resistencias R, y R, de la Figura 2.55, y
se dividen por la A calculada.

Ejercicios de resistencias en estrella (Y) y delta (A)

A continuacién, se presentan ejemplos en los que es necesario uti-
lizar las transformaciones estrella-delta o delta-estrella para calcu-
lar algtin pardmetro del circuito.

Ejemplo 2-19. Del circuito de la Figura 2.56, calcular:

a) La resistencia total del circuito transformando la delta R,
R, R, en estrella equivalente.

b) La resistencia total del circuito transformando la delta R,,
R, R, en estrella equivalente.

c) La corriente y la potencia total del circuito.
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V=80V

Figura 2.56. Circuito en conexién estrella delta con fuente de voltaje.
Solucién.

a) Obtenemos la delta a partir de las resistencias R,, R;, R, con
la ecuacién (2.25) la cual llamaremos A; y nos queda.

AM=R;+Rpy+R,=900+1200+ 180 Q
A= 390 Q
Ya que tenemos la delta de las resistencias, ahora calculamos
las respectivas resistencias de la estrella equivalente utilizando las

ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28) quedando.
_ R:R, _ (180 Q)(90 Q)

R = 415380
7A 390 Q
R4Rp, (90 0)(120 Q)
R, = = = 27.692 Q
27N 390 O
RyR. (120 90)(180 Q
Ry = —2 e ( JAB0Q) _ oo 2040

A 390 Q

Ahora, igual que sucede con los circuitos en serie y paralelo,
sustituimos los valores calculados y se construye el circuito equi-
valente con las resistencias Ry, R, y R3, tal como se muestra en la
Figura 2.57.
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100

R,=41.538Q

R,=27.692Q

V=80V R;=55.384Q

R,;=60Q R,=240Q

Figura 2.57. Circuito equivalente después de sustituir la delta por la estrella

equivalente.

Notamos que el circuito ha cambiado y ya se puede calcular la
resistencia equivalente total pues nos quedan en paralelo la suma
de las resistencias R; y R, con la suma de las resistencias R, y R,
para al final sumarse simplemente con R;. Con la ecuacién (2.29)
se calcula la resistencia total del circuito.

RT = R1 + [(Rg + Rd) " (Rz + Re)]

R+ (R3 + Ry)(Rz + R,)
Y (Rs +Ry) + (R + RL) (2.29)

Rt

Sustituimos los valores resultando:

(55.384 Q0 + 60 0)(27.692 Q + 240 Q)
(55.384 0+ 60 Q) + (27.692 Q + 240 Q)

Ry = 415380 +

Ry = 41.538 0 + 80.629 0 = 122.167 Q
Rr = 122.167 Q

b) Calculamos la delta a partir de las resistencias R, R,, R; con
la ecuacién (2.25) la cual llamaremos A, y nos queda.

Ay =Rp+R,+Rg=1200Q+ 240 Q + 60 Q
A, =420 Q

Ya que tenemos la delta de las resistencias, ahora calculamos
las respectivas resistencias de la segunda estrella equivalente uti-
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lizando las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.28), utilizaremos * para
distinguir la segunda estrella de la primera.

Tomaremos la pareja de resistencias R,R; para colocar ahi
la resistencia Ry, y a partir de ese punto en adelante, en favor
de las manecillas del reloj, colocamos las otras dos resistencias.
Entonces queda R R, para colocar ahila resistencia R, y R,R, para
colocar ahi la resistencia Rs.

_ ReRq _ (2400)(60 0)

R{* = 34.285 0,
1 A, 420 Q
. RaR, (600)(1200)
R," = = =17.142Q
2 A, 420 Q
RuR 120 0)(240 O
Rs* = -2 e _ (1200)( ) _ 685710

A 420 Q

Ahora, sustituimos los valores calculados y se construye el
circuito equivalente con las resistencias R;*, R,* y R3* tal como se
muestra en la Figura 2.58.

Rc=180Q RGZQOQ

Ry*=17.142Q *=68.571Q

R*=34.2850

Figura 2.58. Circuito equivalente después de sustituir la delta por la segunda
estrella equivalente.

Al igual que en el inciso anterior, el circuito ha cambiado y ya
se puede calcular la resistencia equivalente total, pues ahora nos
quedan en paralelo la suma de las resistencias R, y R,* con la suma
de las resistencias R, y R3*, para al final sumarse simplemente con
R;*. Conla ecuacién (2.30) se calcula la resistencia total del circuito
luego de haber transformado la delta en la segunda estrella.
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Rr =Ry"+[(Rc+ R Il (Rg + R3]

(Rc + R2")(Rq + R3")

Rr =Ry + — -
r ! (R + R2") + (Rg + R3™) (2.30)

Sustituimos los valores resultando:

(180 2+ 17.142 0)(90 O + 68.571 Q1)
(180 0+ 17.142 Q) + (90 2 + 68.571 Q)

Ry =34.285Q0 +

Ry =34.2850+87.882 Q0 = 122.167 Q

Ry = 122.167 Q

Observe que cualquiera de las dos sustituciones de las deltas
nos produce exactamente el mismo resultado en la resistencia total
equivalente.

c) Para calcular la corriente y la potencia total construimos el
circuito equivalente quedando como se muestra en la Figu-
ra 2.59.

V=80V +

I R;y=122.167Q

Figura 2.59. Circuito equivalente del arreglo de resistencias en estrella-delta.

Observamos que se trata simplemente de una fuente de vol-
taje conectada a la resistencia y la forma de calcular la corriente
es mediante la ley de Ohm con la ecuacién (2.7), y la potencia con
cualquiera de las férmulas de la potencia (1.1), (2.8) 6 (2.10).

La corriente resulta:

_Vr 80V

SRy 1221670 065484A

It

It = 654.84 mA
La potencia resulta:

Pr = Vrlr = (80 V)(0.654,84 A)

Pr =52.387W
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Ejemplo 2-20. Del circuito de la Figura 2.60, calcular:

a) Laresistencia total transformando la estrella, formada por
las resistencias Ry, R, y R3, en delta.

b) Elvoltaje y la potencia total del circuito.
R,=2kQ

R, R,
kQ 9kQ

Figura 2.60. Circuito en conexién estrella delta con fuente de corriente.

Solucién.

a) Para transformar la estrella formada por las resisten-
cias Ry, R, y Rz en delta, se debe calcular primero la Y
del arreglo para posteriormente calcular los valores de
las resistencias R,, R, y R.. Es aspecto de cémo quedaria
la conversién a delta se muestra en la Figura 2.61.

A partir de la Figura 2.60 sustituimos las resistencias en la
ecuacién (2.21) para calcular la Y del arreglo, quedando.

Y = R1R2 + R2R3 + R3R1
Y = Bk k) + (9kQ)(6 kQ) + (6 kQ) (3 k)

Y =9.9 x 107 Q2

Con este valor y con las ecuaciones (2.22), (2.23) y (2.24) re-
sulta.

Y 99x107Q72
Ra = =

= —16,5000 =16.5k0
R; 6x103Q

R —Y—9'9X107Q2—330009—33k9
P=R, 3x103Q B

R, = Y —9'9X107QZ—110009—111<Q
"R, 9x1030Q B
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Construimos el circuito equivalente a partir de los resultados
anteriores y nos queda la Figura 2.61.

PARALELO /~ .R4 —2kO

PARALELO

Figura 2.61. Transformacién de estrella a delta.

Notamos que con la transformacién se pueden agrupar en
paralelo las resistencias R, y R,, del mismo modo que Rs y R;, para
posteriormente conectarse en serie entre los dos resultados. La re-
sistencia R, se encuentra conectada en paralelo con la fuente de
corriente. La Figura 2.62 muestra el aspecto de cdmo se va trans-
forma el circuito.

R,//R, SERIE

Figura 2.62. Circuito intermedio para calcular la resistencia total.

Agrupamos las resistencias en serie para formar una resisten-
cia que llamaremos R, y estara en paralelo con la resistencia R, tal
como se aprecia en la Figura 2.63.

Ry = (R4 I Ry) + (Rs Il Rp)
Rq = 1.78 kQ + 0.97 kQ

Ry = 2.75kQ
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Figura 2.63. Circuito estrella delta simplificado.

Para finalizar, calculamos la resistencia total con el paralelo de
estas dos ultimas resistencias quedando.

_ RcRq  (11kQ)(2.75kQ)
" R.4+Rgy  11kQ+ 2.75kQ

Rt

Ry = 2.2 kQ
b) Para calcular el voltaje total es suficiente con multiplicar la

resistencia total por la corriente total, de acuerdo con la ley
de Ohm para el voltaje en la ecuacién (2.9).

Vr = IRy = (5 mA)(2.2 k)
Vp=11V
La potencia total queda:
Pr =Vrlr
Pr = (11 V)(5 mA) = 55 mW

PROBLEMAS PROPUESTOS
A continuacién, se proponen una serie de problemas para poner
en préctica todo lo aprendido sobre la ley de Ohm y las conexiones

serie, paralelo, mixtas y estrella-delta.

Prob. 2.1. De la Figura 2.64 calcular: Rr.

R, =560 O R,=160Q

R3
Rr=? 150 O

Figura 2.64.

Sol. Rr=1580 € = 1.58 kQ.
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Prob. 2.2. De la Figura 2.65 calcular: Rr.

Figura 2.65.

Sol. Rr=16 MQ.

Prob. 2.3. De la Figura 2.66 calcular: Ry.

R, = 6.8 kO Rs=1.8kQ

RZ
24kQ

R, =26.2kQ

Figura 2.66.

Sol. Rs=7.5kQ.

Prob. 2.4. En el circuito de la Figura 2.67 calcular: Ry, Vr, 1, I, V4, V> y la potencia
en cada elemento.

I, R=0750Q
—
V.
| * L
I, /s
2=

Figura 2.67.

SOl. RT = 3 Q, VT = 75 V, Il = 25 A, Izz 25 A, V1 = 1875 V, V2 = 5625 V, PRl = 468
W, P, =14.06 W, Pir = 18.75 W.
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Prob. 2.5. En el circuito de la Figura 2.68 calcular: Ry, la corriente, el voltaje y la
potencia en cada elemento del circuito.

300 510

VT -+
|20v<.> Rp=? na

Figura 2.68.

Sol.Rp=92Q, Iy =1Ip; = Ipo = I3 = 1.304 A, Vg = 39.13 V, Vo= 66.52V, Vs = 14.34
V, Pry = 51.03W, Py, = 86.76 W, Pp3 = 14.06 W, Pr = 156.52 W.

Prob. 2.6. Con la informacién que se encuentra en el circuito de la Figura 2.69
calcular: Ry, Iry Vr.

;o 240 6.8 Q

— MWW AN

Vp=2
<+> Ry=? <430

Pp=172W

Figura 2.69.

Sol.Rr=92Q,I;=2A,yVr=27V.

Prob. 2.7. En el circuito de la Figura 2.70 calcular: Ry, I, I, I, y la potencia en cada
elemento.

I
s

I I
V,=50V 2 Ve

+ R, R,
_ ) 1505 820
RT

=9

Figura 2.70.

Sol. Ry =39.17 Q,I; =1.276 A, I, = 0.666 Ay I, = 0.6097 A, Pgy = 33.33 W, Py, =
30.48 W, Pr=63.82 W.
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Prob. 2.8. En el circuito de la Figura 2.71 calcular: Ry, Ir, I, Is, Ic, I, Ir, e Ir.

L L, L - I, I I
N N G G - N

VT
120V] 240l 240L 12008 12008 12008 120048 1200

Figura 2.71.

Sol.Rr=8Q,Ir=15A,1,=10A,;=5A,Ic=4A, [,=3A, Ir=2A,Ir=1A.

Prob. 2.9. En el circuito de la Figura 2.72 Calcular: las corrientes y las potencias en
cada uno de los elementos.

Figura 2.72.

Sol.I; =4.464x10°A,[,=8.064x102 A, [5=2.747x10° A, [ =1.527x 102, Py,
=0.1116 W, Pgo = 0.2016 W, Pgs = 6.868 x 102y Ps = 0.3819 W.
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Prob. 2.10. En el circuito de la Figura 2.73 todas las resistencias se encuentran
conectadas en paralelo. Calcular: I1, I, I5, L.

v
+ R, R, Ry R,
j 00 S10Q S100 <100

=

Figura 2.73.
Sol.1=4A,,=3A,I;=2A,=1A.

Prob. 2.11. En el circuito de la Figura 2.74 todas las resistencias se encuentran
conectadas en paralelo. Calcular: I1, I, I, L.

/) ) 8 1y
<— —> —> —>
10V
R] + R2 R, R4
10 Q2 _ 10Q2 1022 10Q2
-

Figura 2.74.

Sol.L=1A,,=3A,I;=1A.

Prob. 2.12. En el circuito de la Figura 2.75 todas las resistencias se encuentran
conectadas en paralelo. Calcular: I1, I, I5, L.

I I I I
R R, 10V, R, R,
10Q 10 Q 10 Q2 10Q

Figura 2.75.

Sol.1=1A,L,=2A,I;=2A,,=1A.
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Prob. 2.13. En el circuito de la Figura 2.76 todas las resistencias se encuentran
conectadas en paralelo. Calcular cuanto valel;, I, I, I, e Is.

1
], B AN
—>
10V
+ R, R, R,
. 100 100 10 Q

2= 10 ©Q

Figura 2.76.
Sol.,=4A, I,=15A,3=15A1,=05A,Is=0.5A.

Prob. 2.14. Repita los problemas 2.9 al 2.13 pero ahora sustituya la fuente de
voltaje de 10 V por una fuente de corriente de 4 A con direccién positiva hacia
arriba. ;Cambian los valores de las corrientes?, Explique con sus palabras lo que
ocurre en cada caso.

Prob. 2.15. En el circuito de la Figura 2.77 calcular: Ry, I, I, V1, Vo, V5, I, sy la
potencia en cada elemento.

I, R =4Q
—>
n CaW—T; b
12V ot p +
+ Ra
. v, >R,=6Q  p >30

Figura 2.77.

SolL.Rr=6Q,[;=2A,V,=8V,V,=4V,V;=4V, [,=0.666 A, I; =1.333 A, Py, =
16 W, Py, = 2.666 W, Pgs = 5.333 W, Pyr = 84 W.
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Prob. 2.16. En el circuito de la Figura 2.78 calcular: Ry, I, V3, I, I, Is, Vo, V3 y la
potencia en cada elemento.

= I
, T \LI] +
T ‘RZ
12V + n<i40
+ R, )
- "Zza 0 L[S
- R
nZ20

Figura 2.78.
SOI.RT=ZQ,IT=6A,V1=12V,Il=4A,Iz=2A,Ig=2A,V2=8V,V3=4V,PR1=
48W,PR2=16W,PR3=8WPVT=72W.

Prob. 2.17. En el circuito de la Figura 2.79 calcular: Ry, Ir, Vi, Vo, I, Ib, Is, V3 y la
potencia en cada elemento.

I, R=10Q
1'\NW—
IL} + jI'(,I =
Vr I, R=8Q |5
5V — ANMWN— F
R
+ 3
() % nS10
-

Figura 2.79.
Sol.Rr=11.44Q,I7=0.4368A,V1=1.94V,V,=1.94V,I; =0.1941 A, I, = 0.2427

A I3=0.4368 A, V3=3.05V, Pry = 0.376 W, Pg, = 0.47 W, Pgs = 1.335 W, Pyr =
218 W.
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Prob. 2.18. En el circuito de la Figura 2.80 calcular: Ry, I, V1, Vo, I, Ib, I, V5, Vi, I,
I,y la potencia en cada elemento.

I, R, =50Q
—AW
I
N R A N
L R,=50Q
v, i’V\N\I_
375V + v - ; ;
+ 3 4
L
- R3 R4

=100Q ¥, 5100 O

Figura 2.80.

Sol.Rr=75Q,I;=0.5A,V, =125V, V, =125V, [; =0.25A,,=0.25A, V3 =25
V,Vy=25V,I3=0.25A,1,=0.25 A, Pgy = 3.125 W, Pg, = 3.125 W, Pgs = 6.25 W,
Pyr=18.75W.

Prob. 2.19. En el circuito de la Figura 2.81 calcular: Ry, I, V1, Vo, Vs, I, I, I, Vay la
potencia en cada elemento.

L, R=2Q
=AW
+ vy -
VT
45V +
+
- Vz

Figura 2.81.

SOI.RT=1SQ,11=3A,V1=6V,V2=12V,V3=12V,12=1.5A,12=1.5A,V4=27
V,I4=3A,Ppy =18 W, Pry =18 W, Pz = 18 W, Prs = 81 W, Pyr=135W.
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Prob. 2.20. En el circuito de la Figura 2.82 Calcular: las corrientes I, I, I5, I, y los

voltajes V, y V.
927
- ﬁ -
R T
R, R, R, R,
40 505 h=6Q >3Q

- o

Figura 2.82.

Sol.1=-5A,,=-4A,I;=3A,,=6A,V,=-20V,[,=18 V.

Prob. 2.21. En el circuito de la Figura 2.83 Calcular: las corrientes I1, I, I3, I, y los
voltajes V, y V.

15 Vm

+ ]
U Y I S (DA 17
R, R, R, R,
40 50 h=6Q 30
=
Figura 2.83.

Sol.; =1.973A,1,=1.578 A, I;=-1.184 A, [, =-2.368A,V,=7.89VyV,=-7.10
V.

Prob. 2.22. En el circuito de la Figura 2.84 calcular el voltaje, la corriente y la
potencia que en la resistencia de carga R;.

: VS R i + J,IL
21V, " 30

: C) VSR =4Q
'.,\ = /{' b

Figura 2.84.

Sol. V; =12V, I; =3 A, Pp, =36 W.

RESISTENCIAS Y LEY DE OHM

113



Prob. 2.23. Calcular el valor de una fuente de corriente Is para construir un
circuito equivalente al de la parte sombreada de la Figura 2.84, en el que el voltaje,
la corriente y la potencia de la resistencia de carga R; se mantengan igual que
en el Prob. 2.22, pero con la fuente de corriente Isconectada en paralelo con la
resistencia R, tal como se muestra en la Figura 2.85.

|f/ \‘.I ’ a
i lg="? . \I{f;’
i ol
: I 3 Q >R =4Q
I“ i o L 4b
Fgua2ss.
Sol. Is =7 A.

Prob. 2.24. Para el circuito de la Figura 2.86 calcular la corriente, el voltaje y la
potencia en de la resistencia de carga R; .

+
<o
r__"‘-w

.______;:q_______
~
t~
Il
o
o}

Figura 2.86.

Sol.I; =5 A. V; =60V, P, = 300 W.
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Prob. 2.25. Calcular el valor de una fuente de voltaje Vs para construir un circuito
equivalente al de la parte sombreada de la Figura 2.86, en el que el voltaje, la
corriente y la potencia de la resistencia de carga R; se mantengan igual que en el
Prob. 2.24, pero con la fuente de voltaje Vs conectada en serie con la resistencia R
tal como se muestra en la Figura 2.87.

Figura 2.87.

Sol. Vs=90 V.

Prob. 2.26. En el circuito de la Figura 2.88 Calcular:Ry, Ir, Vo, Vs, § Prs.

100 2200
+
R, R
56 Q v 420
+ R, -
Ve=150V 100 Q
Rﬁ
330 Q

Figura 2.88.

Sol. Rr=95.163 Q, Iy =1.576 A, Vz, =134.23V, V, = 5.61 Vy Pgs = 0.749,3 W.
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Prob. 2.27. En el circuito de la Figura 2.89 Calcular: Ry, Rac, Rag, Ree ¥ Ry

b 2.7kQ

Figura 2.89.
Sol. Ry = 1,037.08 Q, R, = 1,133.39 Q, R,y = 2,162.53 Q, R,. = 3,850.44 Q, R, =
1,059.46 Qy R, =1,603.54 Q.

Prob. 2.28. Dela Figura 2.90 calcular la resistencia equivalente entre las terminales
ay b considerando que todas las resistencias son iguales a R.

Yo
R R
R
RS R§
R RZ R
R
a R R

Figura 2.90.

Sol. Ry, = 0.833R.
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Prob. 2.29. En el circuito de la Figura 2.91, Calcular: Ry, Ir, Vo y Pr,.

30

430 7.5Q

V=15V

Figura 2.91.

Sol. Ry =7.87Q,Ir =1.903 A, V,=1.846 Vy Pg, = 3.85 W.

Prob. 2.30. En el circuito de la Figura 2.92 Calcular: Ry, V;y Psa.
2kQ

AN

3kQ 9 kQ

MWW——WW

6 kQ§ 1 kQ§

Sol. Rr=2,202.8 Q, V5 =11 014 Vy P3io = 6.16 mW.

O,

SmA| +
v

Figura 2.92.

REFERENCIAS DEL CAPIiTULO

APCE. (16 de agosto de 2017). Conexiones eléctricas tipo estrella
y delta, qué son y para qué nos sirven. Grupo APCE. Recu-
perado de: http://www.apcetech.com/BLOG/uncategorized/
conexiones-electricas-tipo-estrella-y-delta-que-son-y-para-
que-nos-sirven/

Cabrerizo, D. M. A., Bozal, J. L. A., & Pérez, J. B. (2008). Fisica y
Quimica 1° Bachillerato. Madrid: Editex.

Circuito en paralelo. (2014). En EcuRed. Recuperado de: https://
www.ecured.cu/Circuito_en_paralelo

RESISTENCIAS Y LEY DE OHM

117



ElectrénicaOnline. (2020). Circuito eléctrico mixto. Electréni-
caOnline. Recuperado de: https://electronicaonline.net/cir-
cuito-electrico/circuito-mixto/

Comercial Jaramillo. (s. f.). Sanelec calentador de agua eléctrico
1000 watts 1556. En image-4.png (Vol. 331x168, pp. El Ca-
lentador de agua eléctrico Sanelec modelo 1556 tiene la ca-
pacidad de 1530 litros). Comercial Jaramillo. Recuperado de:
https://comercial-jaramillo.com/producto/sanelec-calenta-
dor-de-agua-electrico-1000-watts-1556/

Mecatrénica LATAM. (28 de abril de 2021). Resistencia en serie.
En Mecatrénica LATAM. Recuperado de: https://www.meca-
tronicalatam.com/es/tutoriales/electronica/componentes-
electronicos/resistor/resistencia-en-serie/

McAllister, W. (2008). Resistores en paralelo. En Khan Academy.
Recuperado en 2021 de: https://es.khanacademy.org/scien-
ce/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/ee-resis-
tor-circuits/a/ee-parallel-resistors

Ferndndez, T. y Tamaro, E. (2004). Georg Simon Ohm. En Biogra-
fias y vidas (sitio web). Recuperado de: https://www.biogra-
fiasyvidas.com/biografia/o/ohm.htm

TuttNauer. (2009). Autoclaves automaticos y Semiautomaticos. In
Autoclaves de mesa (Vol. LTR330-0055/TTA/SP/V-2/04.09,
pp- 11). Hauppauge, Ny 11788: Tuttnauer USA Co.

Zapata, F. (2021). Circuito en serie. Lifeder. Recuperado de:
https://www.lifeder.com/circuito-serie/

118 ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



DIVISOR DE TENSION,
DIVISOR DE CORRIENTE
Y LEYES DE KIRCHHOFF







INTRODUCCION

Mientras méas se avanza en el estudio de los circuitos eléctricos,
la forma de resolverlos serd una tarea cada vez mas complicada y
tardada. La ley de Ohm y la simplificacién de resistencias en serie
y paralelo no seran suficientes para poder resolver circuitos que se
tornen cada vez mas complejos. Para solucionarlos, serd necesario
que nos apoyemos de otras herramientas como el divisor de ten-
sidn, el divisor de corriente y las leyes de Kirchhoff.

NODOS, RAMAS Y TRAYECTORIAS CERRADAS

Antes de continuar, es necesario definir algunos conceptos para
que nos ayuden a comprender mejor las nuevas herramientas de
célculo y las leyes de Kirchhoff; estos conceptos son: nodo, rama,
trayectoria cerrada y malla (McAllister, 2008a).

Nodo. Un nodo o nudo es aquel punto de conexién en don-
de se unen dos o mas elementos de un circuito. Un nodo se
representa con un circulo relleno para indicar que en ese
punto se estdn uniendo los elementos del circuito. En la
Figura 3.1a se muestra un circuito comin y en la Figura
3.1b, el mismo circuito, pero con los nodos resaltados, en
este caso el circuito cuenta con 4 nodos (n = 4).

a)

Figura 3.1. Circuito representado a) sin marcar los nodos, b) con los nodos
marcados.
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Se debe tener cuidado al momento de identificar los nodos
porque es muy comun que al principio se marquen puntos como
nodos cuando en realidad no lo son. Por ejemplo, en el circuito de
la Figura 3.1a, es muy comun que se marquen los nodos como se
aprecia en la Figura 3.2. Sin embargo, los dos nodos que se marcan
en las esquinas inferiores no lo son porque entre esos puntos y el
nodo central en la parte inferior no hay ningtn elemento conecta-
do tal como una resistencia, una fuente, un inductor, etc. El hilo
conductor no cuenta como elemento, el hilo se considera en reali-
dad como parte del nodo.

MW——WW—

Mo es nodo No es nodo

No hay ningun elemento, solo el hilo conductor.

Figura 3.2. Forma errénea de identificar los nodos en un circuito.

Rama. Una rama es la conexién o camino entre dos nodos
contiguos, por lo tanto, existe igual nimero de ramas como
elementos en el circuito. En el ejemplo de la Figura 3.1b,
existen 5 ramas.

Trayectoria cerrada. Una trayectoria cerrada o lazo es
aquel camino que se puede dibujar partiendo de un nodo y
siguiendo a través de las ramas del circuito hasta regresar
al nodo de partida. Una trayectoria cerrada puede ence-
rrar otras trayectorias cerradas, la iinica restriccién es que
no debe pasar dos veces por el mismo nodo.

Malla. Una malla también es una trayectoria cerrada, pero
lo mas corta que se pueda construir para encerrar una co-
rriente. Una malla, por lo tanto, no encierra a otras trayec-
torias cerradas.

En la Figura 3.3 se muestran las tres trayectorias cerradas

que se pueden construir del ejemplo, pero sélo las marcadas con
1y 2 son mallas.
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Figura 3.3. Trayectorias cerradas y mallas.
En resumen, en el circuito de la Figura 3.1a se tienen 4 nodos,

5 ramas, 2 mallas y 3 trayectorias cerradas.

Ejemplo 3-1. En el siguiente circuito, determinar cudntos nodos,
ramas, mallas y trayectorias cerradas existen.

Figura 3.4. Circuito para célculo de nodos, ramas, mallas y trayectorias cerradas.

Del circuito se aprecia la presencia de 6 nodos (n = 6), 8 ramas
(elementos), 7 trayectorias cerradas de las cuales 3 son mallas. En
la Figura 3.5 se muestra toda esta informacién representada en el
circuito.
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’,_________________

P o—————

AY
- 4

- —

Figura 3.5. Nodos, ramas, mallas y trayectorias cerradas.

FUENTES DE VOLTAJE Y FUENTES
DE CORRIENTE EN SERIE Y EN PARALELO

Hasta el momento, s6lo se han resuelto problemas en los que
aparece una sola fuente de voltaje o de corriente. Sin embargo, es
comun que en un circuito se presenten mas de una fuente de ali-
mentacién, y en particular que estén conectadas entre si en serie o
en paralelo. Por lo anterior, es necesario aprender a simplificar las
fuentes de voltaje y de corriente cuando se presentan en serie y en
paralelo.

Fuentes de voltaje en serie y paralelo

Es muy comiin que se conecten fuentes de voltaje en serie, de esta
manera se puede aumentar el nivel de voltaje en un circuito. El vol-
taje total en las terminales de las fuentes de voltaje es la suma al-
gebraica de todos los voltajes en las fuentes de alimentacién como
queda expresado en la ecuacién (3.1).

Vp=Vi+Vo+--+V, (3.1)
Donde:
V.V, ...V, = fuentes de voltaje conectadas en serie.
En la Figura 3.6 se muestra un arreglo de fuentes de volta-
je conectadas en serie y el célculo del voltaje total equivalente de

acuerdo con la manera en c6mo se considere la polaridad del vol-
taje de salida.
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Figura 3.6. Fuentes de voltaje en serie y voltaje total equivalente a) con polaridad
positiva, b) con polaridad invertida.

Si se conectan fuentes de voltaje en paralelo se aumenta la
capacidad de corriente por parte de la fuente de alimentacién. Sin
embargo, se debe garantizar que las fuentes tengan las mismas ca-
racteristicas eléctricas, de este modo ambas fuentes entregarian
a la carga la misma cantidad de corriente. Si no se garantiza que
las fuentes de voltaje sean iguales, entonces se corre el riesgo de
que una entregue mds potencia que la otra a la carga y en el peor
de los casos que una de las fuentes en lugar de entregar potencia
se vuelva una carga para la fuente de mayor voltaje haciendo que
todo el sistema se vuelva muy ineficiente (Sixto, 2015). Es por esta
razén que no es comun encontrar fuentes de voltaje conectadas en
paralelo.

Fuentes de corriente en serie y paralelo
Es muy comun que en los circuitos eléctricos se presenten fuentes
de corriente conectadas en paralelo. Para obtener la corriente to-

tal, las fuentes de corriente se suman para obtener una corriente
neta como se indica en la ecuacién (3.2).

Ir=L+L+-+1I, (3.2)
Donde:
I, I, ... I, = fuentes de corriente conectadas en paralelo.
En la Figura 3.7 se muestra un arreglo de fuentes de corriente

conectada en paralelo y la forma de calcular la corriente neta de la
fuente de corriente equivalente.
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Ir=I+1h—1Is+1,
a)
I I, I Iy I— @
h=li—l—l—1,
b)

Figura 3.7. Fuentes de corriente en paralelo a) corriente ascendente b) corriente

descendente.

Para conectar fuentes de corriente en serie deben ser exacta-
mente iguales, de lo contrario no es posible hacerlo. Recordemos
que, conceptualmente, la corriente es el movimiento de cargas
eléctricas y la carga no se crea ni se destruye, solamente se trans-
fiere, por lo que no es posible en una rama tener distintos valores
de carga o corriente (Electrénica-Bésica, 2019).

DIVISOR DE VOLTAJE Y DIVISOR DE CORRIENTE

El divisor de voltaje y el divisor de corriente son dos de las herra-
mientas de cdlculo que sirven de apoyo a la ley de Ohm para poder
resolver agilmente un circuito eléctrico.

Divisor de voltaje
El divisor de voltaje es una simplificacién del analisis para calcular

el voltaje en una resistencia que se encuentra conectada con otras
en serie, como se muestra en la Figura 3.8a (Héctor-Hugo, 2018).
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Figura 3.8. Secuencia para obtener el divisor de voltaje.

En el circuito de la Figura 3.8b calculamos la corriente total
del circuito, quedando:

Vp  VUr

Ip=— = ———
T=Rr Ri+R,

Si se desea calcular el voltaje en la resistencia Ri, entones
es suficiente con multiplicar la corriente total por la respectiva
resistencia R: quedando:

Vr1 = ITRy

Sustituimos la corriente total y nos queda:

v —( Vr )R
RI=\R; + R,/ 1

Para calcular el voltaje en la resistencia R queda:

R4
Vr1 =Vr <—)

R1 + R; (3.3)
Para calcular el voltaje en la resistencia R>queda:
Ve = Vr (R—Z)
Ri1+R; (3.4)

De forma generalizada, se puede calcular el voltaje de cual-
quier resistencia R. conectada en serie si se conoce el voltaje
total que se les estd aplicando.
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La ecuacién (3.5) define el divisor de voltaje de forma genera-
lizada para cualquier cantidad de resistencias en serie.

Re = T\ R ¥R+ Rt -+ R, "\R;) @5

Observamos que, en el numerador de la férmula del divisor
de voltaje, se utiliza la resistencia en la cual deseamos calcular el
voltaje.

Por ejemplo, en la Figura 3.9, se puede calcular inmediata-
mente el voltaje de cualquiera de las resistencias.

3Q 7 Q 20 50 40

)
O

V=15V

Figura 3.9. Ejemplo de divisor de tensién.

Para calcular los voltajes de las resistencias de 5 Q y de 7 Q
resulta.

R 50
Ve = VT(R—5> - 15V(—> =357V

N 210
V—V<R7)—15V(7Q>—5V
7T T\Ry) T 210/

Divisor de corriente.

El divisor de corriente es una simplificacién del analisis para calcu-
lar la corriente en una resistencia que se encuentra conectada con
otras en paralelo (Area-Tecnologia, 2021).

I; Iy
— l ——
1 I, + lfz + l Ir
Rl V\ R,’ V\' RT
< @
a) p)

Figura 3.10. Secuencia para obtener el divisor de voltaje.
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En el circuito de la Figura 3.1a calculamos la resistencia total,
quedando:

RiR;

RT e le——
Ri +R;
Con esta resistencia, podemos calcular el voltaje V. ya que es
el resultado de multiplicar la corriente total por la resistencia total,
quedando:

Ve = ITRt
R{R,
V=1 (—)
X7 T\R{ + R,

Si en la Figura 3.1a se desea calcular la corriente en la resis-
tencia Ri, entones es suficiente con dividir el voltaje Vi entre la
resistencia Ri: resultando:

Vs
L =—
1 R1
Sustituimos el voltaje V. y nos queda:
| ( RiR, )
_ T\R; + R,
1 R1

Para calcular I simplificamos algebraicamente la expresién
anterior y resulta:

2
bl
! T R1+ R, (3.6)

De forma semejante, para calcular la corriente I, la expre-
sién quedaria de la siguiente manera:

1
bl
2 T Ri1+ R, 3.7)

Observamos que para calcular la corriente que nos interesa, a
diferencia del divisor de tensién, debemos utilizar en el numerador
la resistencia opuesta a la que le deseamos calcular la corriente.

Se podria generalizar la férmula para un divisor de corrien-
te, pero no tiene sentido ya que la expresion sélo aplica para dos
resistencias en paralelo, entonces primero se tiene que simplificar
el circuito para tener tnicamente dos resistencias conectadas en
paralelo y después aplicar la ecuacién (3.6) o la ecuacién (3.7).
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Ejemplo 3-2. En la Figura 3.11, utilizando el divisor de corriente,
calcular la corriente para cada resistencia.

Ir=7A

2 () 3Q

Figura 3.11. Ejemplo de divisor de corriente.

Solucién.
Para calcular las corrientes aplicamos el divisor de corriente
quedando:

R, 30
L=I[—2—)=7A) [—="—_)=42A
1 T<R1+R2) ( )(29+39)

R, 20
IL=I([——)=(7A) ([————) =28A
z T<R1+R2> ( )<ZQ+39)

Ejemplo 3-3. Si se deseara calcular la corriente de la resistencia
Rsdel circuito de la Figura 3.12, ;Cémo se deberia aplicar el divisor
de corriente?

Solucién.

Primero se tendria que reducir a s6lo dos resistencias, la resis-
tencia de interés R; y el resto de las resistencias agrupadas en una
sola resistencia en paralelo R,, como se observa en la Figura 3.13.

_r, _
111 le 131 f4| fsl
R, R, Rs R, Rs

Figura 3.12. Divisor de corriente con varias resistencias en paralelo.
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R3 Ra

Figura 3.13. Reduccién de resistencias para poder aplicar el divisor de corriente.
Las ecuaciones entonces se transformarian para quedar:

Ra=Ri IRzl Ry | Rs

De esta manera seria posible aplica el divisor de corriente al
circuito.

LEYES DE KIRCHHOFF

Gustav Kirchhoff enuncié en 1845 las dos leyes que fortalecen a
la ley de Ohm para el andlisis de los circuitos eléctricos. Estas dos
leyes estan basadas principalmente en el principio de la conser-
vacién de la energia (Ruiza et al., 2004). Existen varias formas de
cémo enunciarlas, pero en esencia todas dan la misma idea.

Ley de corrientes de Kirchhoff (Lck)

La ley de corrientes de Kirchhoff de la corriente establece que la
suma algebraica de todas las corrientes que entran en un nodo es
igual a la suma algebraica de todas las corrientes que salen de él
(McAllister, 2008b).

Matematicamente queda expresada como:

z Ientran = 2 Isalen (3.8)

« Para poder aplicar la LCK en un nodo, es necesario que to-
das las ramas tengan identificada la direccién de la corrien-
te y sunombre o valor.

+ Las fuentes de corriente ya tienen asignado un sentido
para la direccién de la corriente.

+ En caso de que falte algiin elemento en el cual se deba de-
finir la direccién de la corriente, entonces ésta se definira
saliendo del nodo si es que se trata de elementos pasivos.

A continuacién, se muestran algunos ejemplos de c6mo apli-
car la ley de corrientes de Kirchhoff en nodos y con resistencias.
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Ejemplo 3-4. En la Tabla 3.1 se muestran distintos arreglos de
nodos, aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff, calcular la co-
rriente que falta en cada caso.

Tabla 3.1 Ejemplos de nodos con desarrollo de respuesta.

Nodo Respuesta
I/2=' 1 .5 A Z Ientran = Z Isalen
11 = 12 + 13
I, =15A+35A
11 = 5 A

Z lentran = Z Isaien

hth=L+1
Despejamos I,
L=L+L—1
L=4A+10A—-7A
L=7A

Z lentran = z Isaien

Ig+1.=1+ 1y
Despejamos I,

Iy=I,+1.—1Ia
I,=4A+7A-9A

I,=2A
Z lentran = Z Isaten
Le+1; = Iy

Despejamos I,
I=1,— I
I,=(-1.5A) —35A
I, =-5A
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Ejemplo 3-5. En la Figura 3.14 se muestran distintas resisten-
cias con diferentes valores de corriente entrando y saliendo por

los nodos. Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff, calcular la
corriente que falta en cada caso.

—W— 6

E——

17 —_— —_—
=MW L.

Figura 3.14. Resistencias en ley de corrientes de Kirchhoff.

Respuesta.

Observe que la corriente que estd definida es I; con esta co-
rriente se puede calcular el resto de los valores de corrientes.

Calculamos I, I, e I.: Calculamos I, :
Observar que I, = I, = I, porque
las 3 resistencias son iguales, entonces: L=I1=1,=1,
21 A L=7A+7A+7A
3 L=21A
Ia = Ib —_ IC = 7 A
Calculamos I, : Calculamos I3 :
I, =6A+1; 6A+1;=1I5
Ilz=1,—6A I3=6A+1,
Iz =21A—-6A I3=6A+15A
I;=15A I;=21A

Ley de voltajes o de tensiones de Kirchhoff (LVK)
La ley de voltajes de Kirchhoff establece que la suma algebraica de

todos los voltajes en cualquier trayectoria cerrada de un circuito es
igual a cero (McAllister, 2008b).

Matemdticamente queda expresada como:

Z Vtrayectoria =0V (3.9)
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« Para poder aplicar la LVK, es necesario que todos los ele-
mentos de la trayectoria cerrada tengan definidos sus nom-
bres o su valor y sus respectivos signos de voltaje.

+ Las fuentes de voltaje ya los tienen definidos.

« Si algin elemento no tiene los signos definidos, entonces
los estableceremos nosotros.

+  Para definir las polaridades de los signos en los elementos
faltantes, se utiliza la convencién de signos pasiva.

« Si existen varias fuentes en el circuito, entonces se puede
escoger cualquier sentido para la direccién de la corriente y
con esta direccién se colocaran los signos en los elementos.

+  Para construir las ecuaciones al aplicar la LVK se inicia en
cualquier elemento al azar y se puede hacer en sentido ho-
rario o en sentido antihorario, el resultado final siempre
debe ser el mismo o equivalente.

+ A cada elemento que se anota en la ecuacion, se le coloca el
primer signo que aparece al hacer el recorrido en la trayec-
toria cerrada en el sentido que se escoja.

A continuacién, se muestran algunos ejemplos de cémo apli-
car la ley de voltajes de Kirchhoff para resolver circuitos eléctricos.

Ejemplo 3-6. En la Figura 3.15 se muestra un circuito formado
por dos fuentes de voltaje y una resistencia. Aplicando la ley de
tensiones o de voltajes de Kirchhoff, calcular el voltaje V. que se
indica.

5V

Figura 3.15. Ejemplo para aplicar la LTK.

Respuesta.
Comenzando en la fuente de 5 V y en favor de las mane-
cillas de reloj, construimos la ecuacién de esta trayectoria
cerrada resultando:

z Vtrayectoria =0V

5V—-7V+V, =0V

Despejamos V, y nos queda:

V, =10V
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Si comenzamos en la misma fuente de 5 V pero en contra de
las manecillas del reloj resulta:

+5V-V1+7V=0V
Despejamos Vi y nos vuelve a quedar:

V, =10V

Ejemplo 3-7. En la Figura 3.16, se muestra un circuito también
formado por dos fuentes de voltaje y una resistencia. Aplicar la
ley de tensiones o de voltajes de Kirchhoff, para calcular V.

Figura 3.16. Ejemplo para aplicar la LTK.

Respuesta.
Comenzando en la fuente de 1 V y en favor de las mane-
cillas de reloj, construimos la ecuacién de esta trayectoria
cerrada resultando:

Z Vtrayectoria =0V

+1V+1,+3V=0V

Despejamos V, y nos queda:

V= —4V
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Ejemplo 3-8. Calcular la corriente total del circuito y la potencia
de todos los elementos que lo integran, determinar si los elemen-
tos generan o absorben potencia eléctrica.

V=50V

Ry=300

Figura 3.17. Circuito con dos fuentes de voltaje sin direccién de corriente
especificada.

Respuesta.

Observamos que se tienen dos fuentes de alimentacién en el cir-
cuito, una bateria representada con V3, y otra fuente de voltaje lla-
mada simplemente Vs. Se nos pide calcular la corriente total del
circuito I, pero no se nos indica en qué direccion se debe establecer
dicha corriente, por lo tanto, es el estudiante quien debe estable-
cer esta direccién o sentido. La direccién se puede establecer en
sentido horario U (a favor de las manecillas del reloj) o en sentido
antihorario O (en contra de las manecillas del reloj). En realidad, el
estudiante puede seleccionar cualquiera de las dos direcciones y el re-
sultado le indicara si encontré la direccién de la corriente positiva
o la direccién de la corriente negativa.

Cuando en el circuito exista una fuente de corriente no habra
duda de cudl es la direccién de ésta, asi que no tendra proble-
mas para asignar la direccién en ese caso. Pero si s6lo se tienen
fuentes de voltaje y, ademds, éstas estdn conectadas en forma
opuesta, es decir, con los signos haciendo suponer cada una im-
pone una corriente en el circuito opuesta a la de la otra, entonces
la direccién de la corriente se seleccionara de acuerdo con el valor
de la fuente que cuente con mayor voltaje. La idea de establecer
este criterio es para esperar que el resultado que se obtenga sea el
resultado de la corriente positiva.

Se prefiere encontrar siempre la corriente positiva porque de
esta manera se sabe con mayor facilidad si los elementos en el cir-
cuito generan o consumen potencia, pero si ese no es el objetivo,
entonces cualquiera de las dos direcciones sera correcta.

En general, cuando se desconoce la direccion de la corriente en un cir-
cuito, la direccién que se asigna por defecto es en sentido horario.

Entonces, y de acuerdo a lo explicado con anterioridad, es-
tableceremos la direccién de la corriente en sentido horario por
dos razones; la primera porque la fuente con mayor voltaje es Vzy
la segunda porque es asi como generalmente se establece cuando
desconocemos el sentido de la corriente. De igual manera, con este
sentido en la corriente y con la convencién pasiva de los signos,
establecemos el nombre y los signos para del voltaje en cada resis-
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tencia. En la Figura 3.18 se muestra cémo queda el circuito con la
corriente asignada.

Ve=50V

L R =30Q

Figura 3.18. Direccién de corriente, nombre y signos de voltaje en las resistencias.
Para calcular la corriente del circuito, aplicamos la ley de vol-

tajes de Kirchhoff (LVK) en el sentido que se establecié la corriente,
quedando:

Z Vtrayectoria =0V
—Vg+Vpi +Vs+ Vg =0V (3.10)

De acuerdo con la ley de Ohm, podemos sustituir cada voltaje
de las resistencias por su respectivo producto IR, quedando:

—Vg+ LR +Vs+ LR, =0V (3.11)
Pero como se trata de un circuito en serie, entonces:
IT = 11 = 12

En la ecuacién (3.11) sustituimos la corriente para cada volta-
je de las resistencias, quedando:

—Vg+ IR+ Vs + IR, =0V (3.12)
Despejamos Ir de la ecuacién (3.12) y resulta:
Ir(R1+ Ry) = Vg — Vs

Vg — Vs

Ir =——
"7 Ri+R; (3.13)
Con la ecuacién (3.13) es posible calcular la corriente I y con
este resultado calcular las potencias de todos los componentes del
circuito.
Sustituimos los valores de voltajes y resistencias en la ecua-
cién (3.13), quedando:
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_Vp—Vs 450V-50V
" Ri+R, 3004500

It

IT=5A

Notamos que el valor de la corriente es de +5 A, lo cual signi-
fica que hemos encontrado el valor de la corriente positiva (+I) tal
como se esperaba.

Una vez que se ha calculado el valor de la corriente Ir entonces
ya es posible calcular la potencia en cada elemento del circuito. Ha-
cemos dicho célculo tal como se indica a continuacién.

Potencia de la bateria Vs.

Pg = Vglr = (450 V)(5A) = 2,250 W

Potencia de la fuente V.

Ps =Vsly = (50 V)(5A) =250 W
Potencia de las resistencias R y Ro.

Pri = 1Ry = I7%R; = (5A)2(30 Q) = 750 W
Py = IR, = I72R, = (5 A)2(50 Q) = 1,250 W

Ya calculamos la corriente total I, que es la misma para todos
los elementos del circuito por estar en serie, y acabamos de calcular
todas las potencias en los elementos del circuito. Ahora falta de-
terminar qué elementos se encuentran generando potencia y qué
elementos la estan consumiendo o absorbiendo.

Pero, antes de continuar, se podria pensar que las dos fuentes
de voltaje aportan la potencia al circuito y que la suma de las po-
tencias de las resistencias debe ser igual a la suma de la potencia
en las fuentes de alimentacién. Sin embargo, la suma de la potencia en
las fuentes es de 2,500 W mientras que la suma de las potencias en las
resistencias es de 2,000 W; algo no estd bien. ;Dénde estan los otros
500 W que estdn entregando tedricamente las fuentes de voltaje?

Se supone que el balance de las potencias deberia ser igual,
entonces, jqué ocurrié? Si todo lo hicimos bien, ;qué es lo que es-
tuvo mal en nuestro andlisis? Son muchas preguntas y no tenemos
respuestas aparentemente. Si revisamos los calculos, veremos que
no nos hemos equivocado, todo esta bien, incluso hasta la corrien-
te nos dio positiva, como lo esperdbamos.

La respuesta a estas preguntas nos la proporciona la conven-
ci6én de signos pasiva. Recordemos que esta convencién nos dice
qué elementos consumen potencia y qué elementos la proporcio-
nan, dependiendo de cémo fluye la corriente positiva respecto de
las terminales del voltaje en cada elemento. La convencién de sig-
nos pasiva nos establece que:

Si la corriente positiva (+I) sale por la terminal positiva (+) del voltaje
en el elemento, indica que dicho elemento entrega o genera potencia,
pero si la corriente positiva (+]) entra por la terminal positiva (+) del
voltaje en el elemento, indica que dicho elemento consume o disipa la

potencia.
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De la Figura 3.18 se analiza cada elemento para saber si ge-
nera o absorbe potencia. Entonces, de acuerdo con los signos de
voltaje que tiene cada elemento, y sabiendo que la corriente que
esta representada en el circuito corresponde con la direccién de la
corriente positiva, se averigua si dicho elemento genera potencia
o la absorbe.

En la Tabla 3.2 se presenta un andlisis de cada elemento que
integra al circuito y en el que se determina si dicho elemento gene-
ra o consume potencia. Asi como un balance entre los elementos
que generan potencia y los que la consumen.

Si se revisa con detenimiento la Tabla 3.2 todo concuerda; re-
sulta que la fuente de voltaje Vs en lugar de estar generando potencia
realmente la est4 consumiendo, pero a simple vista esto no se puede
apreciar. Un ejemplo donde se puede encontrar un circuito con estas
caracteristicas es en los circuitos cargadores de baterias donde las
baterias necesitan tomar energia de otras fuentes de alimentacién.

Es muy importante comprender el tipo de analisis que se aca-
ba de realizar, ya que es fundamental para conocer qué es lo que
ocurre eléctricamente con la potencia en cada elemento que inte-
gra un circuito eléctrico.

Tabla 3.2 Analisis de la potencia en cada elemento del circuito.

Direccidén de la

Elemento corriente posﬂfwa Genera Absorbe
respecto de los signos
de voltaje
V=450 V| 11,
Fuente V; — 2,250 W -
I, R =30Q
Resistencia R, ;’VV\A;— _ 750 W
+ Vi -
Ve=50V
I
Fuente Vs — ( ) _ 250 W
|
+
Resistencia R, Ve § R, =500 . 1,250 W
Suma de potencias 2,250 W 2,250 W
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Ejemplo 3-9. Con los datos que se muestran en la Figura 3.19
y las leyes de Kirchhoff, calcular los voltajes y las corrientes de
todas las resistencias del circuito.

125V 50

Figura 3.19. Ejemplo para aplicar las leyes de Kirchhoff.
Respuesta.
Marcamos los nodos, colocamos las direcciones de la corriente y

los signos de los voltajes en todos los elementos, como se observa
en la Figura 3.20.

Figura 3.20. Colocacién de voltajes y direccién de corrientes en el circuito.

Podemos calcular el voltaje V> aplicando la LVK si construimos
una trayectoria cerrada por todo el perimetro del circuito con el vol-
taje de la resistencia Rs, el voltaje de la fuente de alimentacién y el
voltaje V> de la resistencia R» tal como se indica en la Figura 3.21.
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Figura 3.21. Trayectoria cerrada para calcular V, con la LVK.

Construimos la ecuacién de la LVK en sentido horario ) y
comenzando en la fuente de alimentacién.

z Vtrayectoria =0V
—125V+V,+80V=0V

Despejamos V>, quedando.
V, =125V =80V
V, =45V

Con el voltaje de R, y de Rs se pueden calcular los valores de
sus respectivas corrientes aplicando la ley de Ohm.

Vo _45V _ Vs 80V _
>Ry 16Q

2= 5

R, 15Q

Con estos valores de corrientes es posible determinar otros
“« _»

valores del circuito, por ejemplo, en el nodo “c” se puede calcular
la corriente Is y con este valor de corriente se calcula el voltaje Vs.
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*, z lentran = Z Isaten

.\ L=3A
".‘.\ I, +13=1Is
___':. C Despejamos I3
I,="? / Iy =1I5s—1
.."- jr5=5‘A 13=5A—3A
13 =2A

Calculamos entonces el voltaje Vs con la ley de Ohm para el
voltaje.

Ahora con el voltaje Vs es posible calcular el resto de los vol-
tajes en el circuito, asi como con la corriente I; se pueden calcular
el resto de las corrientes.

Para calcular el voltaje V1 ahora construimos una trayecto-
ria cerrada con los voltajes de las resistencias Ri, R2 y Rs como se

aprecia en la Figura 3.22.
Construimos la ecuacién de la LVK en sentido horario () y

comenzamos en el voltaje de la resistencia Ro.

a
-"-. Z Vtrayectona =0V
h / S\
R ’“-.:- ".‘.“ R + Vz - V3 - V1 =0V
7Q ik XN 150

‘,'.".:: 24 \7 qf"'.:.“" Despejamos V;, quedando.

S8 Ry T V=V, = V.

-.‘a f{ 5 n ...- 1 2 3

b gt fififinnng € V,=45V—10V
7
+ V- Vv, =35V

Figura 3.22. Ley de voltajes de Kirchhoff para calcular V.

Ahora para calcular el voltaje V. construimos una trayectoria
cerrada con los voltajes de las resistencias Rs, R: y Rs como se apre-
cia en la Figura 3.23.

Construimos la ecuacién de la LVK en sentido horario ) y
comenzamos en el voltaje de la resistencia Rs.
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R3
I I; 50 ‘ E Virayectoria = 0V
) @ SR ST LT TECTEPEEEED Q C

Despejamos V,, quedando.

. e N A 80V,
s E v ga V=80V
V,=80V+10V
o Va=90V

Figura 3.23. Ley de voltajes de Kirchhoff para calcular V,.

De esta manera se han calculado todos los voltajes del circui-
to, solo falta calcular las corrientes de las resistencias R, y R,. Para
calcular las corrientes que faltan, utilizamos la ley de Ohm y los
voltajes que acabamos de calcular.

Vi 35V Va 90V

1R, 70 >" R, 300

De esta manera se calcularon todos los voltajes y las corrien-
tes en el circuito empleando las leyes de Kirchhoff y la ley de Ohm.

CIRCUITOS CON FUENTES DEPENDIENTES

Los circuitos con fuentes dependientes son una parte fundamen-
tal para el estudio de la electricidad y la electrénica. Las fuentes
dependientes son de gran utilidad al momento de estudiar los
transistores y los amplificadores operacionales (OpAmp) (Angel y
Cristobal, 2015). De igual manera, las leyes de Kirchhoff son parte
importante para comprender cémo resolver un circuito en el que se
utilicen fuentes dependientes.

Antes de comenzar a resolver un circuito con fuentes depen-
dientes, es muy importante aprender a distinguir y separar el va-
lor de la fuente dependiente del valor del elemento que la controla
(puede ser una corriente o un voltaje). Esto es algo en lo que mu-
chos estudiantes se confunden y es la causa principal para comen-
zar erréneamente a resolver un circuito con fuentes dependientes.

Elvalor de la fuente dependiente es sélo una constante que multiplica
una corriente o un voltaje que se encuentra en otra parte del circuito.
La forma en cémo se mide dicha corriente o voltaje, puede o no coinci-
dir con la direccion de la corriente o la polaridad del voltaje del elemen-
to de donde se mide.

Es importante comprender esta diferencia porque es muy
comun que los estudiantes supongan la polaridad del voltaje o la
direccién de la corriente del elemento donde se mide, con la forma
en que se debe analizar el circuito y eso no es necesariamente obli-
gatorio, aunque algunas veces resulta util.
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En los temas siguientes, se presentan ejemplos donde se hace
énfasis en la igualdad o diferencia que existe entre el voltaje y la co-
rriente del elemento, y el voltaje y la corriente que se debe utilizar
para la fuente dependiente.

Los temas en donde se explica lo anterior corresponden con
los circuitos de un solo lazo o trayectoria cerrada y los circuitos de
dos nodos.

Analisis de circuitos de un solo lazo o trayectoria cerrada

Es muy comun encontrar circuitos que tengan todos sus elementos
conectados en serie y, por lo tanto, cuenten Unicamente con un
solo lazo o trayectoria cerrada (Hayt et al., 2007). De igual manera,
es comun encontrar en este tipo de circuitos la presencia de alguna
fuente dependiente.

Ejemplo 3-10. En el circuito que se muestra en la Figura 3.24
calcular el voltaje V, y la potencia que genera o absorbe cada ele-
mento que lo integra.

V=120

("‘) R,=15Q

Figura 3.24. Circuito de un solo lazo con fuente dependiente.

Respuesta.

Se trata de un circuito con un solo lazo o trayectoria cerrada y
una fuente de voltaje dependiente de voltaje, esto se sabe porque
la constante 2 que aparece en la fuente dependiente estd multi-
plicando otro voltaje, en este caso Va. Si estuviera multiplicando
una corriente, entonces seria una fuente de voltaje dependien-
te de corriente. Obsérvese que en el circuito se encuentran de-
finidas las polaridades para los voltajes de las fuentes, tanto la
fuente independiente como para la fuente dependiente (son los
signos que estan en el interior de los simbolos).

Lo que falta por definir es la direccién de la corriente y las
polaridades de los voltajes en las resistencias. Es aqui donde,
después de observar el circuito de la Figura 3.24, mas de alguno
se preguntard, ;qué acaso no estan definidos ya los signos del
voltaje para la resistencia Ri?, y la respuesta es jno! Lo que esta
definido es la polaridad de cémo se medira el voltaje Va para ser
utilizado en la fuente dependiente.
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Esta es la parte donde no se debe generar confusién ya que
la fuente dependiente tendrd como valor el producto (2 Va). Por
ejemplo, si Vi valiera 5V, entonces el valor de la fuente depen-
diente seria de 10 V; si Va valiera -7 V, entonces el valor de la
fuente dependiente seria de -14 V y asi sucesivamente. El pro-
blema es que a priori no se sabe cuanto vale Vay por lo tanto tam-
poco se sabe el valor de la fuente dependiente, s6lo se sabe que
valdré dos veces el valor de Va.

Entonces, lo que se debe definir para poder continuar con la
solucién del ejercicio es el sentido o direccién de la corriente y con
ella los signos de los voltajes en las resistencias. Como ya se expli-
c6 con anterioridad, existe un criterio para asignar la direccién de
la corriente, la fuente de mayor voltaje impondra esa direccién.
Pero, si no se sabe cudl es la fuente de mayor voltaje, entonces se
puede seleccionar al azar la direccién de la corriente, esperando
encontrar la direccién de la corriente positiva, en este caso se
selecciona el sentido horario L.

En la Figura 3.25 se muestra el sentido de la corriente y con
ella cémo quedan definidas las polaridades de los voltajes en las
resistencias.

Figura 3.25. Asignacién de corriente y signos de voltaje en el circuito con fuente
dependiente.

Una vez que se asigna la direccién de la corriente y se colo-
can los signos en los elementos del circuito, se define el voltaje Va
en términos de los voltajes y corrientes que se han establecido.
En este caso, se observa que el voltaje Va tiene los mismos signos
que el voltaje en la resistencia en Ri, por lo tanto, el voltaje Va se
iguala con el voltaje Vi y los dos voltajes quedan como se indica
en la ecuacién (3.14).

Va="Vr
Se sustituye el voltaje Vx con la ley de Ohm quedando:
Vi =I7Rq (3.14)
Este es el valor de Vaque se utilizard para hacer los cdlculos en
las ecuaciones que resulten del anélisis del circuito.
Por lo tanto, a partir de la Figura 3.25 se construye la ecua-

cidén en sentido horario U aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff,
quedando:
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Z Vtrayectoria =0V

Vg +Vrp1 +2Vy+ Vi, =0V (3.15)

De acuerdo con la ley de Ohm, se puede sustituir cada voltaje
de las resistencias por su respectivo producto IR considerando que
la corriente es la misma por estar conectados en serie y el valor de
Vapor la ecuacién (3.14) resultando:

—Vg + ITR1 + Z(ITRl) + IR, =0V (3.16)

Se despeja el valor de Ir, quedando:
IT(R1 + 2R1 + Rz) = VB

VB

Ip=—0b
T 3R1 + R2 (3.17)

Se sustituyen los valores de resistencias y voltaje en la ecua-
cién (3.17) resultando.

oV 120V
T73R +R, 3B0Q)+15Q
120V
Ir=To50
Ir = 1.142,8A

Obsérvese que la corriente es positiva, por lo tanto, con este
valor se pueden calcular directamente los de las potencias en los
elementos del circuito.

El voltaje Va resulta:

Vi =IrRy = (1.142,8A)(30 Q)
Vy=34.285V
Para calcular las potencias se procede de la siguiente manera:

En la fuente de voltaje Vs, la corriente positiva sale por la ter-
minal positiva, por lo tanto, genera potencia.

Pg = Vgly = (120 V)(1.142,8A) = 137.14 W (Genera)

Enla fuente dependiente (2V,), la corriente positiva entra por
la terminal positiva, por lo tanto, absorbe potencia.

Py = 2VDIr = [(2)(34.285 V)](1.142,8 A) = 78.36 W (Absorbe)
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Parala potencia de las resistencias R y R», la corriente positiva
entra por cada terminal positiva de las resistencias, por lo tanto,
absorben potencia.

Pri = I;*Ry = It*R; = (1.142,8 A)2(30 1) = 39.18 W (Absorbe)
Prz = I,°R, = I7?Ry = (1.142,8 A)%(15 Q) = 19.59 W (Absorbe)

Obsérvese que la suma de las potencias que se absorben (la de
las resistencias y la de la fuente dependiente) es de 137.13 W préc-
ticamente igual que la potencia que genera la fuente de alimenta-
cién Vs que es de 137.14 W.

En este ejemplo, el valor del voltaje Vi de la fuente dependien-
te coincidié con los signos del voltaje V.

Ejemplo 3-11. En el problema del ejemplo anterior invertir los
signos de Vi tal como se aprecia en la Figura 3.26. Calcular el valor,
la corriente total, los voltajes y la potencia que genera o absorbe
cada elemento que integra el circuito.

R,=15Q

(3]

Figura 3.26. Circuito de un solo lazo con fuente dependiente.

Se procede de la misma manera, y se define la direccién de la
corriente en el sentido horario tal como se observa en la Figura 3.27.

2V,

R, =30 Q.- WV +

Figura 3.27. Inversién de signos para V, en el circuito con fuente dependiente.

Aligual que con el ejemplo anterior, una vez que se propone la
direccién de la corriente y se colocan los signos de las resistencias
del circuito, se define el voltaje Vaen términos de los voltajes y la
corriente que se ha establecido.
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En este caso, se observa que el voltaje Va tiene los signos in-
vertidos, comparados con los signos del voltaje en la resistencia Rs,
por lo tanto, el voltaje Vi es negativo respecto del voltaje Vi y, por
esa razon, se coloca un signo menos en su definicién. El voltaje Vi
queda como se indica en la ecuacién (3.18).

Va=—Vp1
V4= —IrRq (3.18)

Este es el valor de Va que se utilizara para hacer los cdlculos en
las ecuaciones que resulten del analisis.

Esta es la parte en donde se debe apreciar que la definicién de
Va tiene colocados los signos opuestos a los signos del voltaje en
la resistencia R: y es importante distinguir entre ambos valores.
Obsérvese que se pudo hacer que ambos signos coincidieran si en
lugar de seleccionar la direccién de la corriente en sentido hora-
rio © se hubiera seleccionado en sentido antihorario O, de esta
manera, no hubiera sido necesario colocar el signo negativo en la
ecuacién (3.18).

Por lo tanto, a partir de la Figura 3.27 y aplicando la ley de
voltajes de Kirchhoff en sentido horario O, se construye la ecua-
cién (3.19).

2 Vtrayectoria =0V
Vg +Vp1 +2Vy+ Vg, =0V (3.19)

De acuerdo con la ley de Ohm, se puede sustituir cada voltaje
de las resistencias por su respectivo producto IR considerando que
la corriente total Ir es la misma para todos los elementos por estar
conectados en serie. De igual manera, se sustituye el valor de Va
por la ecuacién (3.18) resultando:

_VB + ITRl + 2(—ITR1) + ITRZ =0V (3.20)
Se despeja el valor de Ir, resultando:
IT(Rl - 2R1 + Rz) = VB

Vg

lp = ————
" R,— Ry (3.21)

Se calcula la corriente total Ir con los valores de la Figura 3.27
y con la ecuacién (3.21) resultando.

- Vs _ 120V
R,—R; 150-30Q
120V
—15Q
Ir =—-8A
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Obsérvese que la corriente es negativa, por lo tanto, el sentido
de la corriente positiva es opuesto al que fue trazado
al inicio de este problema.

Se calcula el voltaje de Va con la ecuacién (3.18) y con el valor
obtenido de Ir.

VA = _ITRl = —(—8 A)(30 .Q)
Vy =240V

Nétese que el valor de Va es positivo y por lo tanto, al momen-
to de calcular el valor de la fuente dependiente (2Va), el resultado
también es positivo.

2V, = 480V

Por otro lado, los voltajes de las resistencias, de acuerdo con la
ecuacién (2.9) delaley de Ohm, resultan:

Va1 = IrR; = (8 A)(30 Q) = —240V
Vas = IrR; = (-8 A)(15 Q) = —120V

Observar que los voltajes resultan negativos respecto de cémo
se asignaron desde el inicio del problema. Esto tiene sentido ya que
en realidad la corriente positiva circula en el sentido contrario a
como se eligié inicialmente para el andlisis.

Ahora se calculan las potencias en cada elemento:

Para la fuente de voltaje Vs la corriente negativa sale por la
terminal positiva del voltaje o, dicho de otra manera, la corriente
positiva entra por la terminal positiva de la fuente, por lo tanto la
fuente absorbe potencia.

Pg = Vglr = (120 V)(+8 A) = 960 W (Absorbe)

Para la potencia de la fuente dependiente (2Va) la corriente
negativa entra por la terminal positiva del voltaje, entonces la co-
rriente positiva sale de la terminal positiva de la fuente, por lo tan-
to, la fuente genera potencia.

Pyya = 2V Ir = [(2)(240 V)](+8 A) = 3,840 W (Genera)

Las resistencias de cualquier circuito siempre consumen po-
tencia y en este caso asi lo comprueba el calculo para Ri y R2, con
las tres ecuaciones conocidas para calcular la potencia en una re-
sistencia.

Primero se calcula la potencia en las resistencias con la ecua-
cién (1.1) de corriente y voltaje obteniendo:

Pry = ItVgy = (=8 A)(—240V) = 1,920 W (Absorbe)
Pri = I7Vgy = (=8 A)(—120 V) = 960 W (Absorbe)

Para la segunda forma, se calcula la potencia con la ecuacién
(2.8) con voltaje y resistencia obteniendo:
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Vei?  (—240V)?

=1920W (A
R, 300 ,920 W (Absorbe)

Pp1 =

Veo? (=120 V)?
R, 150

Pgy = = 960 W (Absorbe)

La tercer y dltima forma de calcular la potencia se hace con la
ecuacién (2.10) con corriente y resistencia obteniendo:

Pgy = I7%Ry = (=8 A)2(30 Q) = 1,920 W (Absorbe)

Prz = I7?Ry = (=8 A)2(15 Q1) = 960 W (Absorbe)

Con las tres formas para calcular la potencia eléctrica en las re-
sistencias resulta exactamente lo mismo, no importa que la corrien-
te y/o el voltaje sean valores negativos, la potencia en las resistencias
siempre es positiva, es decir, siempre se absorbe potencia.

Nétese que la suma de las potencias que se absorben es de
3,840 W igual que la potencia que genera la fuente dependiente
(2Va) que también es de 3,840 W. Por lo tanto, el balance de la po-
tencia que se genera y la potencia que se absorbe se mantiene.

Ejemplo 3-12. En el problema de la Figura 3.28, calcular la po-
tencia que genera o absorbe cada elemento que integra el circuito.

S+

Figura 3.28. Circuito de un solo lazo con fuente dependiente.
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Definimos la direccién de la corriente en sentido horario y los
voltajes en cada resistencia de acuerdo con la direccién de la co-
rriente.

e

Figura 3.29. Signos en circuito de un solo lazo en sentido horario.

Al definir cuanto vale V,, se observa que es el voltaje negativo
de la resistencia de 3 Q, resultando:

Ve = V3
Ve = —ITR30 (3.22)
Este es el valor de V, que se utilizara para hacer los cdlculos en
las ecuaciones que resulten del andlisis.

A partir de la Figura 3.29 y aplicando la ley de voltajes de Kir-
chhoff en sentido horario U, se construye la ecuacién (3.23).

Z Vtrayectoria =0V

+V30—12V 4+ Vg + Vig+ 4V, =0V (3.23)

El signo del voltaje para la resistencia de 3 Q corresponde al
signo colocado con la convencién de signos pasiva y no al signo
marcado por V,. Después, se sustituye el voltaje de cada resisten-
cia por su respectivo producto IR, y el valor de V, por la ecuacién
(3.22), quedando.

ITR3Q — 12V + ITRSQ + ITR7Q + 4'(—ITR3Q) =0V (3.24)
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a) Sedespejaelvalordel;.

~ 12V
" R3q + R + R7o — 4R3q
I7(R30 + Rgo + Ryq — 4R30) = 12V
12V
" Ren + Rio — 3Rag (3.25)

It

It

Se calcula la corriente total I con los valores de la Figura 3.28
y con la ecuacién (3.25) resultando.

B 12V 12V 12V
T 80+70-3(3Q) 150-90 6Q

ITZZA

It

Dado que se ha encontrado la corriente positiva, significa que
se ha seleccionado correctamente la direccién para poder analizar
la potencia que consumen o producen los elementos del circuito.

Se calcula el voltaje de V, con la ecuacién (3.22) y con el valor
obtenido de I;.

Ve = —ItR30 = —(2A)(3 Q)
Vo=—6V

Obsérvese que el valor de V, es negativo, por lo tanto, al mo-
mento de calcular el valor de la fuente dependiente (4V,) el resulta-
do también es negativo.

4V, = 4(—6V) = =24V

Los voltajes de las resistencias se calculan con la ecuacién
(2.9) de laley de Ohm, los cuales resultan:

Vao =ItR3o = 2A)(3Q) =6V
Vgo =IrRgo = 2A)(8Q) =16V
Voo =1IrRo = 2A)(7Q) =14V
Ahora se calcula la potencia en cada elemento:
Para la fuente de 12 V y con la ecuacién (1.1) de la potencia
se tiene:
Pioy = Vigyly = (12 V)(2 A) = 24 W (Genera)
Ya que el voltaje en la fuente dependiente es negativo, sig-
nifica que la corriente positiva en la Figura 3.29 no esta entrando

realmente por la terminal positiva de la fuente de alimentacién.
La corriente positiva en realidad esta saliendo por la terminal po-
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sitiva de la fuente, lo cual significa que se encuentra “generando”
potencia.

Si el valor del voltaje en cualquier fuente es negativo, significa que se
deberdn invertir los signos para indicar el voltaje positivo.

Pavx = Vavxlr = (24 V)(2 A) = 48 W (Genera)

Se calcula la potencia en las resistencias con la ecuacién (2.10)
de corriente y resistencia obteniendo:

P3q = I7%R30 = (2 A)2(3 Q) = 12 W (Absorbe)

Pgq = It?Rgn = (2 A)2(8 Q) = 32 W (Absorbe)

Prq = I%R70 = (2 A)%(7 Q) = 28 W (Absorbe)
Nétese que la suma de las potencias que se absorben es de 72
W, igual que la suma de la potencia que genera la fuentede 12 Vyla
fuente dependiente (4V,), que también es de 72 W. Por lo tanto,

el balance de la potencia que se genera y la potencia que se absor-
be se mantiene constante.

Ejemplo 3-13. Para el circuito de la Figura 3.30, calcular la co-
rriente, el voltaje y la potencia en la resistencia de 5 kQ.

5 mA

+ 0.017,
CI 10 k v, <1> 5kQ 20 kQ

Figura 3.30. Circuito con fuente dependiente.

Respuesta.

No se trata de un circuito de un solo lazo, sin embargo, la forma
de resolverlo es igual de simple como si lo fuera. Se observa que la
resistencia de 5 kQ2 se encuentra conectada en paralelo con la resis-
tencia de 20 kQ y con la fuente de corriente dependiente de voltaje
que vale (0.01V ). Para calcular lo que se pide, es necesario primero
calcular el valor del voltaje V , que depende de la resistencia de 10
kQ y de la fuente de corriente de 5 mA. Con el voltaje V se puede
calcular la corriente de la fuente dependiente y, una vez que se tenga
este valor, con un divisor de corriente —ecuacién (3.6)- se calcu-
la la corriente que circula a través de la resistencia de 5 kQ. Por
ultimo, con este valor se puede calcular tanto el voltaje como la
potencia de la resistencia.
Entonces, el valor del voltaje V es:

Vo = (5mA)(10kQ) = 50V
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El valor de la fuente de corriente dependiente de voltaje es:

A
0.01Vy = <0.01 \—/> (50V) =05A

A pesar de que no se indican las unidades en el valor de 0.01,
se entiende que corresponden para que al final las unidades en la
fuente dependiente sean amperes.

Con el valor de la corriente de la fuente dependiente y con
el divisor de corriente se calcula ahora la corriente a través de la
resistencia de 5 kQ2 quedando:

20 kQ

5kQ + 20 kQ

Con el valor de la corriente en la resistencia de 5 kL2, se calcula
el voltaje y se tiene:

Vst = ISkQRSkQ = (04 A)(S k.Q) =2KkV

)z 04A

Para finalizar, se calcula la potencia en la resistencia quedando:

Pera = Isko®Rekg = (0.4 A)2(5 kQ) = 800 W

Esta es sélo una forma de resolver el circuito y calcular lo que se
pide, alguien mds pudo haber decidido calcular la resistencia equiva-
lente que resulta de las resistencias de 5 kQ y 20 k2 para multipli-
carla por la corriente de la fuente dependiente y obtener el voltaje
en paralelo. Una vez que se tiene el voltaje, éste se utiliza para cal-
cular la corriente y la potencia de la resistencia de 5 kQ.

Ejemplo 3-14. Para la Figura 3.31, calcular la corriente total Iy
que circula a través del circuito.

P A

AA ()

v+

V,=5V WW N4 v, =15V

Ry=330Q
MWW

Figura 3.31. Circuito de un solo lazo con fuentes de voltaje independientes.

Respuesta.

Se observa que se trata de un circuito de un solo lazo y en el que se
presentan tres resistencias y tres fuentes de voltaje. Como se en-
cuentran presentes las tres fuentes de alimentacién, no se sabe con
certeza la direccién de la corriente positiva, por lo que una manera
de suponer esta direccion es a partir de la fuente de mayor valor,
en este caso la fuente V; de 15 V. Esta fuente establece que la direc-
cién de la corriente es en contra de las manecillas del reloj O. En
la Figura 3.32 se muestra la direccién establecida para la corriente
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total con este criterio y los signos de los voltajes en cada una de las
resistencias.

V,=15V
R, =1kQ 2 R,=2.7kQ

+VR3-

Ry =3300Q

Figura 3.32. Direccién de la corriente para la fuente de mayor valor voltaje y
establecimiento de los signos de los voltajes en las resistencias.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK) en la direccién

de la corriente establecida, y comenzando con la fuente V3, se cons-
truye la ecuacién que resuelve el circuito.

Z Vtrayectoria =0V
—V3+ Vo + Vo + Vi1 + Vi + Vg3 =0V (3.26)

Se sustituyen los voltajes de las resistencias por los respecti-
vos productos IR de laley de Ohm, resultando.

—V3+ 7Ry + Vo + ItR1 + Vi + ItR3 =0V (3.27)

Se saca de factor comun a la corriente total y se pasan al se-
gundo miembro los valores de los voltajes.

Irf(Rz+R1+R3) =V3— Vo =13 (3.28)
Se despeja el valor de la corriente total.
V3=V =V,
Ir =—
Ri+ R, + R;3 (3.29)

Se sustituyen los valores del circuito en la ecuacién (3.29)
para calcular la corriente total obteniendo:

Vi—Vi—V,  15V-5V—15V

[ = =
T Ri+R,+R; 1kOQ+27kQ+3300Q
Ir = 85V =2109x 1073 A

T=40300 =
Ir = 2.109 mA

DIVISOR DE TENSION, DIVISOR DE CORRIENTE Y LEYES DE KIRCHHOFF

155



Se observa que efectivamente el valor de la corriente es posi-
tiva, lo cual indica que la fuente de mayor voltaje es la que impone
la direccién de esta.

Ejemplo 3-15. Para el problema anterior, calcular la corriente to-
tal I que circula a través del circuito obteniendo una tnica resis-
tencia equivalente y una tnica fuente de voltaje.

V,=15V
R =1kQ 2 R, =2.7kQ

Figura 3.33. Circuito de un solo lazo con fuentes de voltaje independientes.
Respuesta.

Ya que todos los elementos estan conectados en serie, y en este cir-
cuito no aparecen fuentes dependientes, se puede resolver unien-
do todas las fuentes de voltaje en una sola fuente total V;y en una
sola resistencia total Ry tal como se aprecia en la Figura 3.34.

oLV L R =1kQ .
e CH—G a
V=5V NN |
| Vel iR R, =2.7kQ!
l R, =330Q

Figura 3.34. Circuito equivalente de resistencias en serie y fuentes de voltaje en
serie.

Para calcular la resistencia total se tiene.
RT = R]_ + R2 + R3
Rr =1kQ+ 2.7kQ+ 0.33 kQ = 4,030 Q

Para calcular una sola fuente de voltaje, se tiene.
Vp=Vi+V,=V3
Vp=5V+15V-15V
Vr=-85V
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El circuito equivalente se representa en la Figura 3.35.

Figura 3.35. Circuito con una tnica fuente total y una tinica resistencia total.

Para calcular la corriente total, se aplica la ley de Ohm que-

dando.

=T T8V ox10-3A
=Ry 40300
I; = —2.109 mA

Obsérvese que el resultado de la corriente es negativo porque
en realidad la corriente positiva se encuentra circulando en sentido
contrario al que se plasmo en la Figura 3.35.

Anilisis de circuitos de un par de nodos

Otra clase comun de circuitos, que se presentan con frecuencia, son
aquellos que estan integrados simplemente por elementos conecta-
dos en paralelo y por lo tanto inicamente por dos nodos (Hayt et al.,
2007). Cuando en este tipo de circuitos se involucran fuentes depen-
dientes, para resolverlos, también es muy importante el uso de las
leyes de Kirchhoff.

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de cémo re-
solver este tipo de problemas.

Ejemplo 3-16. Calcular el voltaje V, y la potencia que absorbe o
genera cada elemento del circuito.

DmE OmE O

Figura 3.36. Circuito de dos nodos con fuentes de corriente y resistencias.
Respuesta.

Para resolver el circuito se pueden agrupar las fuentes de corriente
independientes en una sola fuente de corriente total I, del mismo
modo las resistencias también se pueden agrupar en una sola resis-
tencia total Ry tal como se indica en la Figura 3.37. De esta manera
se puede calcular mas ficilmente el voltaje V..

DIVISOR DE TENSION, DIVISOR DE CORRIENTE Y LEYES DE KIRCHHOFF
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rf \ . IJ' \.
1 =5A|L=1A1,=6A] | *+

5 ) C) v 100 100

| Iy Ry

i o ;
‘\ s ® ~ /’

Figura 3.37. Agrupacién de fuentes de corriente y de resistencias.
Para calcular la resistencia total se observa que las dos resis-

tencias son iguales, por lo tanto, n = 2 y se utiliza la ecuacién (2.5)
resultando.

Para calcular la fuente de corriente total, se tiene:
Ir=L—-1,+13
It=5A—-1A+6A
It =10A

El circuito equivalente se representa en la Figura 3.38.

I,=10A CI) V. R,=5Q

Figura 3.38. Circuito equivalente con una sola resistencia y con una sola fuente

de corriente.
Del circuito anterior, se puede calcular con facilidad el voltaje

al aplicar la ecuacién (2.9) de la ley de Ohm para el voltaje resul-
tando:

Ve =IrRr = (10 A)(5Q)
V. =50V
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Como el voltaje es el mismo para todos los elementos por es-
tar conectados en paralelo, entonces calculamos las potencias de la
siguiente manera.

Para la fuente de corriente I, se tiene que la corriente positi-
va sale por la terminal positiva del voltaje, por lo tanto, la fuente
genera potencia.

Py =Vel; = (50V)(5A) =250 W (Genera)

Parala fuente de corriente I, se tiene que la corriente positiva
entra por la terminal positiva del voltaje, por lo tanto, la fuente
absorbe potencia.

Py =Vl = (50V)(1 A) =50W (Absorbe)

Para la fuente de corriente I3, se tiene que la corriente positi-
va sale por la terminal positiva del voltaje, por lo tanto, la fuente
genera potencia.

Pz =Velz3 = (50V)(6 A) =300W (Genera)
Para cada resistencia la potencia se absorbe quedando.

p ~ (B2 (50V)?
R™"R 7 100

Pr = 250 W (absorbe)

Cada resistencia consume 250 W, por lo tanto, consumen un
total de 500 W.

Al hacer un balance de la potencia que se genera con la poten-
cia que se absorbe resulta:

PIl + P[3 = PIZ + ZPR
250 W + 300 W =50 W + 2(250 W)
~ 550 W=550W

Ejemplo 3-17. Calcular la potencia que absorbe cada resistencia
del circuito.

24 mA

6 kO §2k§2

2i

X

Figura 3.39. Circuito con dos nodos y fuente de corriente dependiente de
corriente.
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Respuesta.

Obsérvese de la Figura 3.39 que se indica la direccién de cémo se
mide la corriente i, para calcular el valor de la fuente de corriente,
que en este caso serd (2i,). No significa forzosamente que la co-
rriente de esa rama del circuito esta circulando en tal direccién,
sélo indica que la corriente que se necesita para calcular el valor de
la fuente dependiente debe llevar la direccién indicada por i,.

Para poder calcular la potencia de cada resistencia, es nece-
sario conocer el voltaje que se les estd aplicando o la corriente que
circula a través de cada una de ellas. Dado que no se cuenta con
esta informacidn, sera necesario calcular cualquiera de estos valo-
res para poder proceder con el célculo.

En este caso, se procederd a calcular el voltaje del circuito, ya
que, al tratarse de un circuito con dos nodos, el voltaje serd el mis-
mo para todos los elementos que lo integran.

Primero, se indican los dos nodos del circuito y se nombra
al voltaje con cualquier nombre para poder identificarlo, en este
caso se le llamara V). Se supondra que el voltaje tiene la terminal
positiva en la parte superior del circuito y la terminal negativa en
la parte inferior debido a que la fuente independiente de corrien-
te indica que la corriente va en direccién positiva hacia arriba, tal
como se muestra en la Figura 3.40.

6 kQ§ <[2 1:' <13m 2kQ

Figura 3.40. Signos y nombre del voltaje para el circuito de dos nodos.

Obsérvese que, al haber definido el voltaje V,, se puede supo-
ner la direccién de las corrientes a través de las resistencias como
se indica en la Figura 3.41.

Nétese que se han colocado nombres a las corrientes, relati-
vos al valor de cada resistencia, I para la resistencia de 6 kQ2 e I,
para la resistencia de 2 kQ.

;

X

6kQ§ ﬂ‘} <[2 V C[)mﬁ 2 kQ

Figura 3.41. direccién de la corriente en cada resistencia de acuerdo con la
polaridad del voltaje asignado.

Con la ley de Ohm, se puede calcular simbélicamente el valor
de la corriente I y de la corriente I,,quedando.
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2 kQ (3.30)
I _ Vy
®~ 6kO (3.31)

De la Figura 3.41 se observa que la corriente i, se puede defi-
nir en términos de la corriente I,, pero con signo negativo, ya que
tienen direcciones opuestas, lo que queda como:

ix=—1 (3.32)

Al sustituir la ecuacién (3.30) en la ecuacién (3.32) resulta:

T 7ok (3.33)

Y, por lo tanto, el valor de la fuente dependiente que es (2i,)
resulta:

1kQ (3.34)
Ya que se tienen definidas todas las corrientes que se involu-
cran en los nodos del circuito, se puede plantear una ley de corrien-
tes de Kirchhoff en cualquiera de los nodos (superior o inferior).

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo supe-
rior, en la Figura 3.41, la ecuacién resulta:

z Ientran = Z Isalen

2iy+24mA =g+ I,

Se sustituye cada corriente por sus respectivos valores simbo-
licos, quedando:

Vy Vy Vy
Y 4 24mA =2 4L
Tka M= a7k

DIVISOR DE TENSION, DIVISOR DE CORRIENTE Y LEYES DE KIRCHHOFF
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Observar que la Gnica incégnita que aparece es el voltaje V,
por lo que se despeja para quedar:

111
Vy<6k9+2kﬂ+1kﬂ>:24mA

24 mA

Vy:

1 1 1
(6kQ+2kQ+1kﬂ)
24 % 103 A

Wy =

1 1 1
(6><103Q+2><103Q+1><103Q)
V= 144V

Con el voltaje, es posible calcular la potencia que absorbe cada
una de las resistencias con la ecuacién (2.8), quedando.

() (144V)2

Poa =910 “2x109g - 010308W
Poxo = 103.68 mW
2
14 14.4 V)2
P6m=(y) S ) = 0.034,56 W

6k 6x1030Q
Pekq = 35.56 mW

Ejemplo 3-18. Calcular el voltaje V, y las corrientes I, I e I mar-
cadas en el circuito.

\ 4
5.6A b + 5| fe| 2A
18 v, <I> 90
_ Yoaw,
&

Figura 3.42. Circuito con dos nodos y fuente de corriente dependiente de voltaje.
Respuesta.

Observar que:

« La corriente de la fuente dependiente de voltaje circula de
abajo hacia arriba T y tiene un valor de (0.1 V,) amperes,
aunque no se encuentren indicados en la figura.

+  Ya se tiene definida la polaridad del voltaje (V,) en los dos
nodos del circuito.
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« La corriente en cada resistencia coincide con la que im-
pondria la convencién de signos pasiva con los signos del
voltaje, por lo que se dejaran sin alterar las corrientes in-
dicadas por I, e I para el analisis del circuito, y su valor
queda definido como:

Ve
IA =
18 Q (3.35)
I = Ve
C7 90 (3.36)

. La corriente en I; esta indicada de arriba hacia abajo !,
opuesta a la que produce la fuente dependiente, por lo que
su valor queda definido como:

Ip = —(0.1%)
Ig = —0.1V} (3.37)
Ya que se tienen definidas todas las corrientes en el circuito,

a partir de la Figura 3.42 se utiliza la ley de corrientes de Kirchhoff
en el nodo superior para determinar el voltaje V,, quedando:

Z Ientran = z Isalen

56A+01V,A=I+Ic+2A (3.38)

Obsérvese que I es sélo un dato que se pide del circuito y no la direc-
cién de la corriente en la rama. Por esa razon, para construir la ecu-
acion, se toma la direccion de la corriente en la fuente dependiente.

Se sustituyen los valores de I, e I..

i W
“ +— +2A

OH6A+01VA=——
>6A+0.1% 180 90 (3.39)

Se pasan al primer miembro los términos que contienen V,,
y los términos constantes se pasan al segundo miembro para des-
pués despejar V,, quedando:
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V. v
0.1V, A————2=2A—-56A

180 90
(0.1 1 1)—2A c e A
“\a 180 9a/ '
- 2A—56A  —3.6A
x_(ﬂ_L_L)_—0.0%EQ—l
Q ~18Q 90
V, =53.99V
Ve ~ 54V

Por lo tanto, para calcular las corrientes I, I e I se utilizan las
ecuaciones (3.35), (3.37) y (3.36), respectivamente, para quedar:

Vx 54V

I T e— T w—
47180 180

3A

A
Ig =-0.1V, = -0.1 v (54V) = —-5.4A

Vi 54V
Cc=——=——=

90 90O =64

Ejemplo 3-19. Calcular el voltaje v, y las corrientes i, e i, marcadas
en el circuito.

;l + :;.l
2,
3AC> 30 Q v, <> 20 Q
.

Figura 3.43. Problema de dos nodos con fuente dependiente.

Respuesta.

Primero se define cuanto vale i, e i, en términos del voltaje v, y de
la resistencia en la que circula.

] Uy

l.. =

¥ 300 (3.40)
. Ux

Y =200 (3.41)
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Laley de corrientes de Kirchhoff se puede aplicar a cualquiera
de los dos nodos, el positivo o el negativo y el resultado debe ser el
mismo. Para este problema, se aplicara la LCK en el nodo negativo
o inferior para calcular v,.

Z Ientran = Z Isalen

ix +iy=3A+ 20y (3.42)

Se sustituyen las ecuaciones (3.40) y (3.41) en la ecuacién
(3.42) y se tiene:

Uy Uy Uy

=3A+2

300 200 + (30 Q) (3.43)
Se despeja v, y resulta:

12% n 12% Ux

300 20Q 15Q

(1 N 1 1)—3A
*\300" 200 150/

3A

3A

Uy =

1 1 1
(309+209_159)
v, =180V

Por lo tanto, al sustituir el valor del voltaje v, en las ecuacio-
nes (3.40) y (3.41) resulta:

v _180V_
“Z300” 300

v _180V_

T30 200
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ANALISIS DE CIRCUITOS
ELECTRICOS CON MALLAS







INTRODUCCION

En este capitulo se da comienzo con las técnicas para el anélisis de
circuitos eléctricos, estos podran estar integrados por més de una
fuente de alimentacién y estar combinados con una o varias fuen-
tes dependientes y resistencias con cualquier tipo de conexién. Es
muy importante recordar y tener presentes los conceptos que se
estudiaron en capitulos anteriores. Conceptos como nodo, malla,
trayectoria cerrada, conexién serie-paralelo y estrella-delta, ya que
son importantes para comprender estas técnicas.

Las técnicas que se estudiaran son:

« Andlisis de mallas.

« Analisis de nodos.

+ Linealidad y superposicién.

« Transformacién de fuentes.

« Teorema de Thévenin.

« Teorema de Norton.

+ Maxima transferencia de potencia.

En la Tabla 4.1 se muestra un resumen de lo que se obtie-
ne con cada una de las técnicas de andlisis. Dependiendo de las
caracteristicas del circuito, y de lo que se pretende calcular en el
problema, se toma la decisién de cudl técnica utilizar para darle
resolucién de la forma mads rapida y eficiente posible.

Resolver un circuito eléctrico es como ir de compras al su-
permercado, seguro encontrards muchos productos que te podrin
gustar, pero que no es necesario que los compres, aunque nada te
impide que gastes tiempo revisdndolos, a pesar de saber que no
los vas a comprar. Con un circuito eléctrico pasa lo mismo, puedes
gastar tiempo calculando todas las corrientes, voltajes y potencias,
pero tal vez sélo necesites un voltaje, una corriente o una potencia
en particular, por lo que no seria necesario que gastes tiempo cal-
culando valores que no te son de utilidad o que simplemente no te
los han pedido.

Entonces, para resolver un circuito eléctrico, tienes que saber qué estds
buscando y cudl es el camino que debes seguir para llegar al resultado
mds rdpido y no desperdiciar tiempo y recursos calculando lo que no
necesitas.
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Tabla 4.1. Técnica o tipo de andlisis y resultado o resultados que se obtienen

Técnica o tipo de anélisis Resultado que se obtiene

Todas las corrientes de malla

Analisis de mallas. UL L L..L)

Todos los voltajes de nodo

Analisis de nodos.
vy, Vo, V3, V4 ... V)

Linealidad y superposicién.

Transformacién de fuentes. Corriente o voltaje en un
solo elemento del circuito
Teorema de Thévenin. 1.6V

Teorema de Norton.

Maxima potencia en la carga

(Prar)

Maéxima transferencia de potencia.

Con la practica se aprende a identificar qué técnica es la mas
adecuada para resolver un circuito eléctrico. Con los afios de en-
sefiar la materia de circuitos eléctricos, he observado que exis-
ten algunas caracteristicas que ayudan a los estudiantes a tomar
la decisién de como comenzar a resolverlos. Estas caracteristicas
dependen bésicamente de los elementos que integran el circuito
y cémo estan conectados entre si. En la Tabla 4.2 se indican las
caracteristicas generales que se pueden identificar en un circuito
y lo que resulta de tener dichas caracteristicas para que, a partir
de ellas, se tome la decisién de cudl técnica utilizar para resolver
el circuito.

Tabla 4.2. Caracteristicas del circuito y criterios para seleccionar el tipo de andlisis

Caracteristica del circuito Criterio para seleccionar el tipo de analisis

(No. de mallas) o Indica el nimero de ecuaciones y de incégnitas que resultaran

[(No. de nodos) — 1] del sistema.
Fuentes de voltaje favorecen el analisis con nodos.

Tipo de fuentes de alimenta- Fuentes de corriente favorecen el andlisis con mallas.

cién y tipo de conexién. La conexi6én determina si se puede aplicar transformaciéon de
fuentes.

Fuentes de voltaje unidas en En comun, facilita el analisis con nodos.

un punto en comun o separa- L . )

das. Separadas, implica utilizar “Supernodo”.

Fuente de corriente separada ~ Separada, facilita el analisis con mallas.

en una malla o en comun con

dos mallas En comun, implica utilizar al menos una “Supermalla”.
Eliminar fuentes de voltaje Conexiones serie-paralelo facilita andlisis con superposicion.
y/o de corriente para verificar ) ) . .

el tipo de conexiones entre Conexiones estrella-delta obliga a utilizar analisis con mallas,
resistencias nodos, Thévenin o Norton.
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Alo largo de éste y los préximos capitulos se explicardn, con
varios ejemplos, las técnicas para analizar circuitos eléctricos, tra-
tando de abarcar la mayor cantidad posible de caracteristicas en
los ejercicios.

En cada capitulo se explicard cada una de las técnicas del ana-
lisis y en cada ejemplo se aclarard paso a paso cémo se resuelve el
ejercicio, hasta plantear la o las ecuaciones que definan o resuelvan
el problema. De igual manera, para cada problema, se resolveran
las ecuaciones resultantes con distintos métodos matematicos
para que sea el estudiante quien decida cudl es el que le resulta mas
claro, rapido o sencillo. La intencién es hacer al menos un ejemplo
de cada uno de los casos que se presentan con cada técnica para que
después el estudiante los pueda tomar como referencia y pueda re-
solver cualquier otro circuito que se le plantee.

Al final de cada capitulo, una vez que se hayan estudiado to-
dos los ejemplos, se plantearan varios ejercicios de circuitos eléc-
tricos los cuales el alumno debera ser capaz de plantear y resolver
por su propia cuenta.

ANALISIS DE MALLAS

El andlisis de mallas se basa principalmente enlaley de Ohmyenla
ley de voltajes de Kirchhoff (LVK), aplicadas en todas las mallas del
circuito. Con esta técnica, lo que se obtiene son todas las corrientes
de malla que circulan a través del circuito (McAllister, 2008). Una
vez que se calculan las corrientes de cada malla, es posible obtener
cualquier voltaje, corriente o potencia en el circuito.

Con esta técnica de analisis, resultan tantas ecuaciones como
mallas existen en el circuito. Por lo tanto, es necesario utilizar mé-
todos matemadticos para resolver sistemas de ecuaciones lineales
simultaneas o contar con alguna aplicacién que permita resolver
este tipo de sistemas.

Algunos autores proponen hasta cinco pasos para resolver
los circuitos eléctricos utilizando el andlisis de mallas (Hernandez,
s. f.). Sin embargo, Luis Flores (2017) aplica el anélisis de mallas
utilizando tres pasos, con los que también llega a la solucién del
circuito eléctrico. A continuacién se presentan los tres pasos para
resolver un circuito eléctrico empleando el andlisis con mallas.

Pasos para aplicar el andlisis de mallas

Para aplicar el andlisis de mallas, basicamente se deben seguir tres
sencillos pasos:

Paso 1.

Identificar las mallas con sus corrientes
y colocar los signos de voltaje

Cada malla se identifica normalmente con I3, I,, I3, I ... I, para cada
una de las corrientes. Los signos de voltaje se colocan de acuer-
do con la convencién de signos pasiva. La direccién de la corriente
para cada malla se puede establecer en favor U o en contra O de las
manecillas del reloj. No existe una forma certera de saber cudl es la
direccién de la corriente positiva. Como regla general, se escoge el
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sentido horario para todas las corrientes; esto facilita el andlisis y
la construccién de las ecuaciones de malla.

Paso 2.

Construir la ecuacion de cada malla

Para construir la ecuacién de cada malla, se aplica la ley de voltajes
de Kirchhoff (LVK) y la ley de Ohm para cada una de las mallas. Se
obtiene una ecuacién por cada malla hasta que resulta un sistema
de ecuaciones igual al nimero de mallas que existen en el circuito.

Paso 3.

Agrupar las ecuaciones en un sistema de n-ecuaciones con n-
incognitas y resolverlo para obtener los valores de las corrientes

Se resuelve el sistema de ecuaciones simultaneas y se obtienen los
valores para todas las corrientes de malla en el circuito.

A continuacién, se presentan una serie de ejercicios en los que
se aplica el analisis con mallas para calcular todas las corrientes en
cada circuito.

MALLAS CON FUENTES DE VOLTAJE

Ejemplo 4-1. Calcular la corriente en cada malla del circuito de la

Figura 4.1.
R, =6Q Ry=15Q
V,=42V Vp=525V
+ +
R,=3Q

Figura 4.1. Circuito para aplicar el andlisis por mallas.
Respuesta.

En el primer paso, observamos que el circuito cuenta con dos co-
rrientes de malla (I; e I,), las marcamos y, para cada una de ellas,
establecemos el sentido de giro en favor de las manecillas del re-
loj. Después, colocamos los signos de voltaje en cada resistencia
de acuerdo con cada una de las corrientes de malla, utilizando la
convencién de signos pasiva tal como se aprecia en la Figura 4.2.
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R =60 R,=15Q

—\WW——"WW

+ - + -
V,=42V + L. Vy=525V
+ +
O NE s O
-S +
R,=30Q

Figura 4.2 Corrientes de malla y signos de voltaje para cada resistencia.

En el segundo paso, con la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK)
y la ecuacién (2.9) de la ley de Ohm para el voltaje, construimos la
ecuacién para cada una de las mallas.

Para la malla de I; aplicamos la ley de voltajes de Kirchhoff
resultando:

Z Vtrayectoria =0V

A partir de la Figura 4.2 construimos la ecuacién en la mis-
ma direccién que se trazé la corriente, es decir, en favor de las
manecillas del reloj. Al recorrer la malla se coloca el primer signo
que aparece para cada elemento. Se puede comenzar a construir
la ecuacién a partir de cualquier componente de la malla, en este
caso comenzamos con la fuente de voltaje V, y observamos que el
primer signo que le aparece es el signo negativo, por esa razén se
coloca un (-) en la ecuacién.

V4 =0V

De acuerdo con la ley de Ohm, el voltaje en una resistencia
es el producto de la corriente por la resistencia (ecuacién 2.9), es
decir, IR o RI. Para la resistencia R1, el primer signo que aparece
es el signo positivo, por esta razén se coloca un (+) en la ecuacién.

—VA+R111 + .= OV

Para la resistencia R, existe un dilema de qué signo colocar,
¢positivo o negativo?, porque, como se observa en la Figura 4.3,
la resistencia tiene colocados dos pares de signos, un par para la
corriente I; y otro par de signos para la corriente I,.

Figura 4.3. Direcciones de la corriente y signos de voltaje para la resistencia R,.
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Para esta resistencia, se toma como referencia la corriente de
la malla que estamos analizando (en este caso de la malla de I,),
menos la corriente de la malla de I, (porque es opuesta a ), resul-
tando la ecuacién (4.1).

—VA+R1[1 +R2([1 —12) =0V (4.1)

Ahora se sustituyen los valores de las resistencias y el valor
del voltaje V, en la ecuacién (4.1), para quedar:

—2V+ (6L +BQU —L) =0V

Se agrupan los términos para I, para I, y los términos cons-
tantes se pasan al segundo miembro, quedando:

60+30L - B, =42V
(9 Q)Il — (3 Q)Iz =42V 4.2)

Ahora para la malla de I, aplicamos el mismo procedimiento
que realizamos para obtener la ecuacién (4.2) de la malla para ;.
A partir de la Figura 4.2 y comenzando en la fuente de voltaje Vy
resulta:

Z Vtrayectoria =0V

VB+R2(12—11)+R3]2 =0V (4.3)

Obsérvese que ahora, para el término de la resistencia R,, la
corriente I, es positiva y la corriente I; es negativa porque ahora
la corriente de referencia es la que corresponde para la malla de I,
y la que es opuesta es la corriente de la malla I;.

Sustituimos los valores de las resistencias y el valor del voltaje
V en la ecuacién (4.3), pasamos los términos contantes al segun-
do miembro y agrupamos los términos semejantes en el primer
miembro resultando la ecuacién (4.4).

525V+ B QW)U — 1) +(150)L =0V
BUL-CBVL+ (150 =-525V
-BAL+BQ+150) =-525V
—(3 .Q.)Il + (45 Q)Iz =-525V (4.4)
El tercer y ultimo paso consiste en agrupar la ecuacién (4.4) y
la ecuacién (4.2) para formar un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Resolvemos el sistema y obtenemos las dos corrientes
de malla.
A continuacién, y para mayor facilidad a la hora de hacer los

célculos, se omiten las unidades en la representacién del sistema
de ecuaciones.
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9I, —3I, = 42 ) Ec()
Dos ecuaciones
—3I14 +4.5I, = —5.25 Ec(Il) con dos incognitas

Utilizamos el método de Suma o Resta para resolver el sistema.
Multiplicamos la Ec. (II) por un factor de 3 y resulta.

[-3I; +4.51, = —5.25]@3) Ec(D*

—9I; +135I, = —1575 Ec({D*

Sumamos la ecuacién que resulta con la Ec (I) y queda.

SH -3, = 42 Ec(D)

_o{ +135I, = —1575  Ec(iI)*
10.51; =  26.25

De la ecuacién resultante despejamos la corriente I,.

2625
2 = 705

Sustituimos el valor de I, en la Ec. (I) o en la Ec. (II) para des-
pués despejar el valor de I, en este caso lo hacemos para la Ec. (I)
obteniendo.

911 — 31, = 42
911 — 3(2.5) = 42
9I; — 7.5 = 42
91, = 42+75
91, = 495

49.5
o= =~
I, = 55A
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Con este célculo se han obtenido los valores de las dos co-
rrientes (I; e I,) y observamos que ambas corrientes resultaron
positivas.

Algo que debemos notar, es que en la fuente V;la corriente I,
es positiva y estéd entrando por la terminal positiva de la fuente, asi
que, contrario a lo que se podria pensar desde un inicio, la fuente
estd absorbiendo potencia en lugar de entregarla o generarla.

Otra manera de resolver el sistema de ecuaciones es utilizan-
do la regla de Cramer, quedando.

911 —312 = 42 EC(I)
Dos ecuaciones
—-3I14 +4.51, = —5.25 Ec(Il) con dos incégnitas

Det() = |2, 3| = (945 - [(-3)(-3)] = 405 - 9
Det(A) = 31.5
i s g asl [@2@s)- (3525 1891575
1= Det(A) 31.5 31.5
LB
17 315 7
9 42
L l=3 -5.25 _[0E529)] - (4] 4725 - (-126)
Det(A) 31.5 31.5
L_T875 o,
2= 315 - %

Una manera rapida para resolver el sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas del problema es utilizando la aplicacién System
of Linear Equations Solver. A partir de la Ec (I) y de la Ec (I) de este
problema, se sustituyen en la app y se obtienen los resultados para
las corrientes.

91, —3I, = 42 )Ec(D)
Dos ecuaciones
—31; +4.5I, = —5.25 EC(II) con dos incdgnitas

En la Figura 4.4 se muestra la aplicacién con los datos de las
ecuaciones y los resultados de las corrientes I e I,, sélo que con
nombres de variables distintos. En la aplicacién los nombres de las
variables son x, y, z y t, pero eso no es ningiin inconveniente, ya que
el resultado es lo que importa.
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h=s5a

x ¥ total
9 -3 42 1 2 = 25A
-3 45 -5.25

x = 5.400099999999999

¥ = 2.4099990099999906

x = 5.499999999999999

¥ = 2.4999999999999996

Figura 4.4. App System Linear Equations Solver para un Sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas.

Ejemplo 4-2. Calcular la corriente en cada malla del circuito de la

Figura 4.5.
R =5Q R,=6Q R; =16 Q
V=80V V=28V
+ -
- R, 2100 R, Z4Q +
-

Figura 4.5. Circuito para aplicar el analisis con tres mallas.

Respuesta.

Identificamos las mallas y colocamos los signos de voltaje tal como
se aprecia en la Figura 4.6. Obsérvese que no existen elementos
en comun entre la malla de I; y la malla de I,, esto ocasionard que
algunos términos en las ecuaciones sean nulos.
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Figura 4.6. Corrientes y signos para las tres mallas.
Obtenemos la ecuacién para cada malla del circuito aplicando

la LVK, quedando:
Para I; tenemos:

Z Vtrayectoria =0V
—VA + Rlll + RZ(Il - Iz) =0V
-80V+G AL +0Q)U;—1,)=0V

GOL+ (0L —(10Q), =80V
(15 Q) I; — (10 DI, =80V 4.5)

Para I, tenemos:
z Vtrayectoria =0V
Ry(I; =) + Rl + Ry(I; = 13) =0V

Q0L -1+ (6 DL+ @)U, —13) =0V
(10 )L-A0DL+(6VL+ @ VDL -4 QD=0V
-0V +0WI, - (4 QI3=0V (4.6)

Para I; tenemos:
Z Vtrayectoria =0V
R4(13 - 12) + R513 - VB =0V

AUz — L)+ (16 Q)I; —28V=0V
(40— (4 QL+ (16 Q) =28V

-4 QI+ 0Q)Iz =28V 4.7)
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Agrupamos las ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.7) para formar un
sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. De igual manera, y
para mayor facilidad a la hora de hacer los célculos, se omiten las
unidades en la representacion del sistema de ecuaciones.

151; —10I, =80 Ec(])
—10I; +20I, —4I3=0 Ec(l)

—4I, +20I3 = 2.8 Ec(ll)

Para resolver el sistema de ecuaciones aplicamos el método de
Suma o Resta. Nétese que, tal como se mencioné al principio del
ejemplo, algunos términos son nulos, tal es el caso para I; en la Ec
(I) y para I, en la Ec (II). Aprovechamos que I; aparece solamente
en la Ec (I) y en la Ec (II), aplicando el método de suma o resta se
puede eliminar para que quede una nueva ecuacién que se resuelva
con la Ec (IIT).

Multiplicamos la Ec (I) por un factor de 2 y la Ec (II) por un
factor de 3 para sumarlas y eliminar I; resultando la Ec (IV).

[151; —10I, =80](2) Ec(I)*
[-10I; +20I; —4I3 =0](3) Ec(D)*

30T, —201, — 160
—36T; +60I; —12I3= 0

401, —12I3= 160 Ec(IV)

De esta manera la Ec (III) y la Ec (IV) forman un nuevo sistema
de ecuaciones, pero de s6lo dos variables que se pueden resolver mas
facilmente.

—4I, +20I3 =28 Ec(Il)

401, —12I3 =160 Ec(V)
Continuamos aplicando el método de suma o resta, modifi-
camos la Ec (III) para multiplicarla por un factor de (10) y de esta

manera poder eliminar el término I, al sumarla con la Ec (IV), re-
sultando.

[—41, +20I3 =2.8](10) Ec(II)
—40I, +200I3 =28 Ec(II)
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Sumamos la ecuacién que resulta con la Ec (IV), resultando.

—401; +200I3; =28  Ec(lll)
4017 —1213 =160 Ec(IV)
1881; =188

Despejamos I3 para quedar.

j, - 188
188
I; = 1A

Al ya conocer el valor de I, éste se puede sustituir en la Ec (III)
y de ahi despejar directamente el valor de I,, quedando:

—41, 42015 = 28  Ec(lll)
—4I, +20(1) = 2.8

—4I, 420 = 28
—4l, = 2.8-20
—4l, =—-17.2

Despejamos I, para quedar.

~17.2
I, = —Z%
2 —4
I, = 43A

Al ya conocer el valor de I, éste se puede sustituir en la Ec (I)
y de ahi despejar directamente el valor de I;, quedando:

151; —10I5 80 Ec()

15I; —10(4.3) 80
151, —43 80

151, 80 + 43
1514 123

Despejamos I; para quedar.

123
I, = —
! 15
I, = 82A
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Hemos resuelto el problema y observamos que se ha acertado
en la direccién de la corriente positiva en las tres mallas al escoger-
las en el sentido de las manecillas del reloj.

Como una alternativa, volvemos a escribir el sistema de ecua-
ciones, pero ahora para resolverlo con la regla de Cramer, quedando.

151; —101, = 80 Ec()
—10I; +20I; —4I3 = 0 Ec(l)
—4I, +20I3 = 2.8 Ec(lIl)

15 —-10 0
Det(A) = |-10 20 —4|=1(6,000)+ (0) + (0)] — [(0) + (240) + (2,000)]
0 —4 20
Det(A) = 3,760
80 —-10 0
0 20 —4
L _lzs a0l _[(32000)+(0) + (112)] - [(0) + (1,280) + (0)]
1= Det(4) B 3,760
. _30832_
1773760 '
15 80 0
~10 0 —4
;10 28 20 _[(0) + (0) + (0)] — [(0) + (—168) + (—16,000)]
2= Det(A) B 3,760
; _16,168_43A
273760
15 —10 80
~10 20
Lo 4 2l [(840) +(3,200) +(0)] = [(0) + (0) +(280)]
3~ Det(4) B 3,760
L3760
373760

En la Figura 4.7 se muestra cdmo se resuelve el mismo sis-
tema de tres ecuaciones con tres incdgnitas con la app System of
Linear Equations Solver.
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1511 —1012 = 80 EC(I)
—10I; +20I, —4I3 = 0  Ec(Il)
—4I, +20I3 = 2.8 Ec(lll)

I =822

X y z total

15 0 0 80 IZ =43A
10 20 -4 o 13 — 1 A

o -4 20 28
=82
¥ = 4.290999999999999
z = 0.9999999599999999

z=82
¥ = 4.299999999999999
z = 0.9999999999999999

Figura 4.7. System of Linear Equations Solver para resolver un sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas.

Ejemplo 4-3. Calcular las corrientes de malla del circuito de la Fi-
gura 4.8.

1Q

MWW

2Q 3Q

MWW—WW—

40

Figura 4.8. Circuito de tres mallas con tres fuentes de voltaje.

Respuesta. En el circuito se aprecia la presencia de tres mallas y,
en esta ocasidn, si existen elementos que se encuentran en comin
entre todas las mallas, por lo tanto, no habra términos nulos, como
sucedié en el ejemplo anterior.
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Procedemos a definir las corrientes de malla y los signos de
las resistencias para obtener las respectivas ecuaciones. En la Figu-
ra 4.9 se muestra una forma de cémo nombrar a las corrientes del
circuito y colocar los signos de las resistencias.

1Q

Figura 4.9. Corrientes de malla en el circuito con tres mallas y tres fuentes de
voltaje.

Forma simplificada de obtener las ecuaciones de malla

« Para aplicar la forma simplificada, todas las corrientes
de malla deben tener la direccion en favor de las ma-
necillas del reloj, de otra forma no es posible aplicarla.

« El término de la corriente de malla serd positivo, se suman
todas las resistencias de la malla y se multiplican por su
respectiva corriente.

« La o las resistencias que se compartan con otra malla se
sumardn y se colocardn en la ecuacién con signo negativo y
se multiplicardn por la corriente de malla con la que se esta
compartiendo.

+  Para las fuentes de voltaje, se colocan todas las que apare-
cen en la malla que se estd analizando y se coloca el primer
signo que aparece siguiendo el sentido de las manecillas del
reloj.

Por ejemplo, para el circuito de la Figura 4.9 la corriente I,
tiene tres resistencias en la malla, en este caso 1 Q,3 Qy 2 Q.
Estas son todas las resistencias de la malla I;, por esa razén se
suman y se multiplican por la corriente I;, tal como se muestra en
la ecuacion (4.8). La resistencia de 2 Q2 se comparte con la malla de
I,, por esta razon se coloca negativa y multiplicada por I,, tal como
se aprecia también en la ecuacién (4.8). Lo mismo sucede con la
resistencia de 3 Q que se comparte con la malla de I3, por tal mo-
tivo se coloca negativa y multiplicada por I3, tal como se aprecia
también en la ecuacién (4.8).
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Para I, tenemos:

Z Vtrayectoria =0V
10+30+20)L-Q2AWL-BQ)L=0V (4.8)
(6 .Q.)Il - (2 .Q.)Iz - (3 .Q.)Ig =0V (4.9)

Para I, tenemos:

Obsérvese en la Figura 4.9 que, para el caso de las fuentes de
voltaje en la malla de I,, se respeta el primer signo que les aparece
en favor de las manecillas del reloj. En este caso, para la fuente de
10V, el primer signo que aparece en esta direccién es negativo, por
este motivo en la ecuacién (4.10) aparece con signo (-) y el primero

que aparece para la fuente de 3 V es el signo (+), tal como se aprecia
también en la ecuacién (4.10).

Z Vtrayectoria =0V
—10V-QOL+ QQ+4QL+3V-(4Q)=0V
QUL+ 6D, — (4 W)I3 =7V

Para I; tenemos:

> Virayectoria = 0V
12V-CWL-@AL+ 4Q+3Q0)5-3V=0V
-V -@DL+(TYDIz=-9V
Agrupamos las ecuaciones (4.9), (4.11) y (4.12) para formar
un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. De igual mane-

ra, y para mayor facilidad a la hora de hacer los célculos, se omiten
las unidades en la representacién del sistema de ecuaciones.

6l —-2I, —-3I3 = 0 Ec()
21, +6I, —4I3 = 7 Ec(l)
—31; —4I, +7I3 = —9 Ec(lI)

Resulta un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, el
cual se puede resolver también con facilidad utilizando el método
de suma o resta.

Para simplificar el sistema, multiplicamos la Ec (II) por un fac-
tor de 3 y la Ec (II) por un factor de 2 para sumar cada una con la
Ec (I) y poder eliminar I; resultando dos nuevas ecuaciones, la Ec

(V) ylaEc (V).
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[—211 +6I, —4I3
—6I; +18I; —12I3

[-3I4 —41, +7I3
-6l —8I, +14I3

71(3) Ec(ID)*
21 Ec(ID*

= —9](2) Ec(ID*
—18  Ec(II)*

Sumamos la Ec (I) con la Ec (I)* y la Ec (I) también con la Ec
(IID* para poder eliminar I, y asi obtener dos nuevas ecuaciones,

resultando.

_SH 21, —3I3
_6f] +181, —12I;

161, —15I3

_S¥ —20; -3l
_ef; 8l +14I3

—10I, +11I3

0 Ec(l)
21 Ec(I)*
21 Ec(IV)
0 Ec(l)
—18 Ec(I)*
—18 Ec(V)

Ahora nos resulta un nuevo sistema de dos ecuaciones con

dos incégnitas.
161, —15I3 =
—-10I, +11I3 =

21

Ec(IV)

—18 Ec(V)

Multiplicamos la Ec (IV) por un factor de 10, y la Ec (V) por un
factor de 16 para igualar los coeficientes de I,.

[1612 —1513 =
[—1012 +1113 =

21](

10)  Ec(IV)'

—18](16) Ec(V)'

1604 —150I3 = 210 Ec(IV)*
—160T, +17613 = —288  Ec(V)*
26I3 = —78

Despejamos I; para quedar.
—78
I; = —
3 26
I; = -3A
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Al ya conocer el valor de I3, este se puede sustituir en la Ec (IV)
o en la Ec (V) y de ahi despejar directamente el valor de I,, en este
caso se sustituye en la Ec (IV), quedando:

161, —15I3 = 21 Ec(IV)
16I, —15(-3) = 21
161,  +45 = 21
161, = 21-45
161, = 24
Despejamos I, para quedar.
—24
L o= ——
I, = —-15A

Al ya conocer el valor de I,y de I3, estos se pueden sustituir en
la Ec (I), Ec (II) o Ec (III) y de ahi despejar directamente el valor de
I}, en este caso sustituimos en la Ec (I), quedando:

614 —2I, 313 = 0 Ec()
6I1 -2(-1.5) -3(-3) = 0
6l +3 +9 = 0
614 +12 = 0
614 = —12

Despejamos I; para quedar.

~12
I, = ==
1 6
I, = —2A

Obsérvese que, en este caso, todos los resultados de las co-
rrientes son negativas, por lo tanto, el sentido de las corrientes
positivas es en contra de las manecillas del reloj.

Volvemos a escribir el sistema de ecuaciones, pero ahora para
resolverlo con la regla de Cramer, quedando.
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6I; -2, -3I3 = 0 Ec()

—2I; +6I, —4I3 = 7 Ec(ID)
—31; —4I, +7I3 = -9  Ec(Il)
6 -2 -3
Det(A)=|-2 6 —4|=1[(252) +(—24) + (—24)] — [(54) + (96) + (28)]
3 -4 7
Det(A) = 26
0 -2 -3
7 6 -4
[ol=9 4 7 _[(0) + (84) + (=72)] — [(162) + (0) + (—98)]
17" " Det(d) 26
—52
Ii=—c=-2A
6 0 -3
2 7 -4
Ll o | [90)+(=59) + @] - [(63) + (216) + (0)]
27" pet(d) 26
-39 isa
Iz—%— —1.
6 -2 0
-2 6
oo l=3 —a _ol _[(=324) +(0) + (42)] ~ [(0) + (~168) + (-36)]
3T T Det(d) 26
—78
13:¥=—3A
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En la Figura 4.10 se muestra c6mo se resuelve el mismo sis-
tema de tres ecuaciones con tres incdgnitas con la app System of
Linear Equations Solver.

61, -2I, —-3I3 = 0 Ec(])
_21; +6l; —4I3 = 7  Ec(l)

31, —4l; +7I3 = -9 Ec(lll)
11 =-2A
6 2 3 0 IZ =—-15A
| | | Is=-3.0A
-
t==3
z=-2.0

z=-3.0

Figura 4.10. System of Linear Equations Solver para resolver un sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas.

Ejemplo 4-4. Calcular las corrientes de malla en el circuito de la
Figura 4.11.

20 6Q
9V
50 70 C"‘
30 40
AN AMN—

7V 5V

O % © O

Figura 4.11. Circuito de cuatro mallas.
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Respuesta.

Obsérvese que el circuito cuenta con 4 mallas, por lo tanto, se ob-
tendrdn 4 ecuaciones con 4 incégnitas. N6tese también que cada
malla s6lo comparte elementos con las mallas contiguas y no con
todas las demas. Esto ocasionara que en las ecuaciones existan tér-
minos nulos.

Primero indicamos las direcciones de las corrientes y los sig-
nos de voltaje en cada resistencia para cada una de las corrientes.
En la Figura 4.12 se muestra una propuesta de las corrientes, asi
como los signos de los de voltaje para cada una de las resistencias.

Figura 4.12. Propuesta de corrientes y signos de voltaje para el circuito de 4
mallas.

Ahora, mediante la forma simplificada, obtenemos la ecua-
cién para cada malla del circuito aplicando la LVK y resulta.

Z Vtrayectoria =0V

GQ+20+704+30)L-(7TQDL-BYI3=0V

Para I, tenemos:
Q701 - T DI, —BWI3=0V (4.13)
Para I, tenemos:
Z Virayectoria = 0V
OV—-(T7VDL+ 6Q0+40+7Q)L,—-(4QI,=0V
—T DI+ (17 Q- (40, = -9V @19
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Para I;tenemos:

Z Vtrayectoria =0V

—IV-BOL+(Ba+100);—- 10Q)L=0V
~BOL+ 30 -(10Q)I, =7V (415)

Para I, tenemos:

z Vtrayectoria =0V
5V-—4 Q)L —-(10Q)I+ (10Q+4Q), =0V
—(4 QI — (1013 + (14 Q)14 = -5V (4.16)

Agrupamos y acomodamos las ecuaciones (4.13), (4.14), (4.15)
y (4.16) para formar un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro in-
cbgnitas. De igual manera, y para mayor facilidad a la hora de hacer
los calculos, se omiten las unidades en la representacion del siste-
ma de ecuaciones.

171y -71I, -3I5 = 0 Ec()
—71, +17I, —41, = -9 Ec(D)
314 +13I3 —10I, = 7 Ec(lIl)

—4I, —10I3 +1414 = -5 Ec(IV)

Para resolver el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro in-
cOgnitas Unicamente utilizamos la app System of Linear Equations
Solver, ya que aplicar cualquiera de los métodos matematicos cono-
cidos nos resultaria muy tardado.

I; =-0.320,39 A
ST e Iy = 0792876 A
e e +0.034,493 A
R TR R I, = —0.559,040 A

y=

~
w
Il

6233
215

*7 G233

303

542
x = ~0.32039146478421304
¥ = —0.7928766244184181
+ = 0.034493823199101555

t = —0.569040500405904

Figura 4.13. Solucién del sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas con
el System of Linear Equations Solver.
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MALLAS CON FUENTES DE CORRIENTE

Ejemplo 4-5. Calcular las corrientes de malla en el circuito de la
Figura 4.14.

R =6Q R,=15Q

I,=2A I,=5A
C) R,=3Q |

=

Figura 4.14. Circuito de dos mallas con fuentes de corriente.

Respuesta.

En el analisis con mallas, un circuito con fuentes de corriente no es
realmente un problema ya que la informacién que se pide jya esta
presente!, y por lo tanto no hay nada que resolver. Si seguimos los
pasos que se explicaron al principio del capitulo, nos daremos cuenta
de que las fuentes de corriente son en realidad las corrientes de malla
que estamos buscando. Esto lo notamos al momento de identificar
las mallas y nombrarlas como lo hicimos para todos los problemas
anteriores, tal como se muestra en la Figura 4.15.

R =6Q R,=15Q
2€i
RZ
X

Figura 4.15. Identificacion de las corrientes en circuito con fuentes de corriente.

=3Q

Si observamos con detenimiento la Figura 4.15 se marcan las
corrientes I; e I, y notamos que la corriente I; es exactamente la
misma que estd indicada por I, incluso tienen el mismo sentido.
Por lo tanto, es vélido establecer la igualdad entre ambas corrien-
tes tal como se indica en la ecuacién (4.17).

L=Ia=2A (4.17)
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Para el caso de la corriente I, ocurre algo semejante, ya que
la corriente de la fuente I sigue la misma trayectoria en la malla,
sélo que lo hace en direccién opuesta a la corriente marcada como
I,. Entonces, la corriente I, es opuesta a la corriente I, por lo que
ambas corrientes se relacionan con la misma magnitud, pero con
signo contrario tal, como se establece en la ecuacién (4.18).

I, =-Ig=-5A (4.18)

De este modo no hay nada que calcular, sélo identificar si las
corrientes tienen el mismo sentido e indicar los valores que corres-
ponden.

Ejemplo 4-6. Calcular las corrientes de malla del circuito de la Fi-
gura 4.16.

R =6Q Ry=15Q

I;=4A

Figura 4.16. Circuito con fuente de voltaje y fuente de corriente.
Respuesta.

Para resolver el circuito, identificamos las corrientes, las marca-
mos y colocamos los signos de voltaje para las resistencias, tal
como se muestra en la Figura 4.17. En el circuito se observa que
ahora se tiene una combinacién de una fuente de voltaje con una
fuente de corriente conectadas con las resistencias. Al igual que
en el problema anterior, ya se conoce una de las dos corrientes, la
corriente I, que ahora si coincide completamente con la corriente
I, tanto en direccién como en el mismo sentido, por lo tanto:

IL=Ig=4A (4.19)

R =6Q R,=15Q
+ - + -
Vi=42 + L - I,=4A
+
. I I l
-< +
R,=3Q

Figura 4.17. Corrientes y signos de voltaje para el circuito con fuente de voltaje y
fuente de corriente.
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Entonces, a pesar de que se tienen dos mallas, sélo se tiene
una incdgnita, la corriente I;.

Para calcularla, se plantea con la ley de voltajes de Kirchhoff la
ecuacion para la malla de I; quedando.

Entonces, para I; tenemos:

Z Vtrayectoria =0V
42V+(6Q+30L-BQL=0V
OWL-BYL =42V (4.20)

De la ecuacién (4.19) sustituimos el valor de la corriente I, y
despejamos el valor de I; para quedar.

OVL-CBQM@A) =42V
9L —12V=42V
9L =42V+12V

(9 Q) =54V
, 54V
1790

Calculamos I, para quedar.

11=6A

De esta manera, rapida y sencilla, se calcula el valor de la co-
rriente faltante, en este caso de la corriente I;.

Ejemplo 4-7. Calcular las corrientes de malla que se presentan en
el circuito de la Figura 4.18.

10 A

ZQ§ 60 |

Figura 4.18. Circuito con tres mallas y dos fuentes de corriente.
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Respuesta.

De la Figura 4.18 observamos que se trata de un circuito con tres
mallas, por lo que es légico esperar tres ecuaciones con tres incég-
nitas. Sin embargo, al revisar el circuito con mayor detenimiento,
podemos observar que las dos fuentes de corriente definen direc-
tamente dos de las tres corrientes que estariamos buscando y, por
lo tanto, sélo faltaria calcular una corriente més.

Es muy importante observar que cada fuente de corriente estd localizada en

una rama en el perimetro del circuito y, si esto ocurre, entonces cada fuente

de corriente define el valor de la corriente de la malla en la que se encuentra
ubicada.

De acuerdo con lo anterior, y a partir de la Figura 4.19, enla que
se indican los nombres de las mallas y los signos de voltaje para las
resistencias, podemos apreciar que la corriente de 5 A define el valor
para la corriente de la malla I;. En este caso, la corriente de 5 A tiene
direccién opuesta a la que hemos definido para la corriente I;, por
lo tanto, la corriente de malla serd negativa, como se indica en la
ecuacién (4.21).

a2

De esta manera, queda definido de inmediato el valor para la
corriente I; y sucede exactamente lo mismo para la corriente I,
ya que la corriente que se ha definido para la malla es opuesta a la
direcciéon de la corriente en la fuente de 10 A y por lo tanto queda
como se indica en la ecuacién (4.22).

Iz=—10A (4.22)

10 A

+ -
2Q L Y6Q
- +

Figura 4.19. Corrientes y signos de voltaje para las mallas en el circuito.
Sélo resta calcular la corriente I, y ésta se calcula construyen-

do la ecuacién de la malla con la ley de voltajes de Kirchhoff tal
como se muestra a continuacién.
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Entonces, para I, tenemos:

Z Vtrayectoria =0V
—AOL+Q20+40+60)L—(6Q);=0V
—-40L+ Q2L -(6Q)3=0V (4.23)

En la ecuacién (4.23) sustituimos el valor de la corriente I; y
de la corriente I; para despejar el de I, para quedar.

—-(4)(-5A)+120)L—-(6YD)(-10A) =0V
20V+ (12, +60V=0V
(12Q), +80V=0V
(12 Q)1 = -80V

_ —80V
27120
Calculamos I, para quedar:
I, = —6.66A

El signo negativo de la corriente indica que la corriente posi-
tiva realmente estd circulando en direccién opuesta a la dibuja en
la Figura 4.19. De esta manera, rapida y sencilla, se calcula el valor
de la corriente faltante, es decir, de la corriente I,. En este caso,
el hecho de que cada fuente de corriente estuviera ubicada en el
perimetro del circuito facilité el problema al utilizar la técnica de
andlisis con mallas.

FUENTE DE CORRIENTE Y SUPERMALLA

Una Supermalla es una trayectoria cerrada que contiene a mds de
una malla. La Ginica restriccién para su construccién es que se debe
formar en el circuito a través de trayectorias cerradas en la que sélo
existan fuentes de voltaje y/o resistencias. En un circuito puede
haber mas de una Supermalla pero normalmente sélo se utiliza al-
guna de ellas.

Cuando una fuente de corriente se estd compartiendo entre dos mallas, en-
tonces la fuente de corriente establecerd una ecuacién entre ambas mallas
condiciondndolas al valor de la misma fuente de corriente.

Dicho de otra forma, la suma o la resta de las corrientes de
malla, deberd ser igual al valor de la fuente de corriente. La forma
de determinar si las corrientes se suman o se restan se muestra en
la Figura 4.20. Ahi se observa que, de acuerdo con la direccién de la
corriente de la fuente y de la direccién de las corrientes de malla,
éstas se suman o se restan.
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8
l\,)\ Ch [1. ‘[s - Ix - Iy ]_1? |

a) b)

1.5‘
15 ( L I,=1.+1, I

c) d)

Figura 4.20. Fuente de corriente con distintas combinaciones de direccién en las
corrientes de las mallas.

Cada fuente de corriente que se comparta entre dos mallas
establecerd una ecuacién que deberd formar parte del sistema de
ecuaciones para resolver el problema. Para completar el sistema
de ecuaciones del problema, serd necesario utilizar al menos una
“Supermalla”.

Todo lo anterior queda explicado con los ejemplos que se
muestran a continuacion, en ellos es necesario aplicar Supermallas
para poder resolver los circuitos.

196 ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Ejemplo 4-8. Calcular las corrientes de malla que se presentan en
el circuito de la Figura 4.21.

30 Q

WW

10 Q 15Q

>

15V 2

20Q

-

Figura 4.21. Circuito que se resuelve utilizando “Supermallas”.

Observamos que el circuito del problema es un circuito apa-
rentemente comun, tal como los hemos estado resolviendo hasta
ahora. Podemos observar que se tienen tres mallas en el circuito,
que estdn presentes dos fuentes de voltaje y una fuente de corrien-
te. En los problemas anteriores, la presencia de una fuente de co-
rriente, utilizando el andlisis con mallas, resultaba benéfica porque
su valor era directamente el de la corriente de malla. Sin embargo,
en este caso no ocurre lo mismo debido a que no podemos asociar
directamente el valor de la fuente de corriente tinicamente con
una sola malla. Es por ello, que sera necesario resolver el problema
haciendo uso de “Supermallas”.

Respuesta.

Para comenzar a resolver el problema, seguiremos los mismos pa-
sos utilizados en los anteriores. La diferencia radicara al momento
de formular las ecuaciones, ya que sera necesario obtener la ecua-
cién que resulta de la fuente de corriente entre las dos mallas, y
la cual formara parte del sistema de ecuaciones a resolver. La otra
diferencia también se presenta con las ecuaciones, ya que serd ne-
cesario utilizar al menos una Supermalla para poder completar el
sistema de ecuaciones y poder resolver el problema.

En la Figura 4.22 se muestra una propuesta de cémo asignar
las corrientes en el circuito y los signos para los voltajes en las re-
sistencias.
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MW—

(o

D

Figura 4.22. Asignacién de corrientes y signos de voltaje para el problema que se
resolverd con “Supermallas”.

-200%*

Se puede construir la ecucacién que corresponde para la malla
de I; quedando.

Z Vtrayectoria =0V
Boa+150+100) -0, - (A5Q)I;=0V
(55 QDI —(10Q)I, —(15Q)I3 =0V (4.24)

Sin embargo, no es posible obtener una ecuacién para la ma-
lla de I, o para la malla de I ya que no sabemos cudl es el voltaje
ni las terminales de la fuente de corriente de 2 A. Entonces, lo
que se debe hacer primero es obtener la ecuacién que resulta de la
fuente de corriente de 2 A que se encuentra entre las dos mallas.
De acuerdo con la Figura 4.20b, la corriente de 2 A tiene la misma
direccién que la corriente I3, por lo tanto, la ecuacién de la fuente
de corriente queda como lo establece la ecuacién (4.25).

13 —Iz =2A
—I,+1I3=2A (4.25)

De este modo, ya tenemos dos ecuaciones, pero de tres in-
cognitas, por lo tanto, es necesario obtener una tercera ecuacién
para completar el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas y
poderlo resolver.

Es aqui donde aparecen las “Supermallas”, si observamos con
detenimiento el circuito de la Figura 4.21, nos damos cuenta de
que se pueden trazar dos trayectorias cerradas (Supermallas # 1y
# 2), adicionales a las mallas de las corrientes I, I, e I5, y en las que
s6lo aparecen fuentes de voltaje o resistencias, tal como se muestra
en la Figura 4.23.
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Supermalla # 2

Supermalla # 1

De cada una de las “Supermallas” se puede obtener una ecua-
cién aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK). Cualquiera de
las ecuaciones que se obtenga se puede agregar a las ecuaciones
(4.24) y (4.25) para completarlas y poder asi calcular las corrientes.
Incluso se pueden obtener las dos Supermallas y agruparse con la
ecuacién (4.25), ésta no puede quedar, por ningin motivo, fuera
del sistema de ecuaciones, ya que es la condicién de corriente que
se debe cumplir en el circuito entre las mallas de I, e I.

A continuacién, obtenemos la ecuacién para cada una de las
“Supermallas”, quedando:

Supermalla # 1

z Virayectoria = 0V
—15V + (10 Q) (y—1y) + (15 Q) (Us—1) + 5V + (20 Q)[s = 0V
(10Q)I, — @0 +(A50)1; —(A59) + (20Q)I; =10V
— (25 Q)11 + (10 Q)12 + (35 QI3 = 10V (4.26)

Supermalla # 2

Z Vtrayectoria =0V
—15V+ (B0 +5V+ (209.)]3 =0V
GBoWIL+0VIz =10V (4.27)

De esta manera quedan definidas las ecuaciones de las “Super-
mallas” y ya con ellas se puede terminar de resolver el problema.

Agrupamos las ecuaciones (4.24), (4.25) y (4.26) para formar
un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. De igual mane-
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ra, y para mayor facilidad a la hora de hacer los célculos, se omiten
las unidades en la representacién del sistema de ecuaciones.

5511 —1012 —1513 = 0 EC(I)
—Iz +13 = 2 EC(II)
—25I; +10I, +35I3 = 10 Ec(lll)

Para resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
utilizamos la app System of Linear Equations Solver que muestra los
resultados de las corrientes en la Figura 4.24.

I = ~0.081,08 A
X ¥ z total

55 10 15 ] Iz = —1378,37A
I3 = +0.621,62 A

T T
51
a7

23
=x

y=

z = ~0.08108108108108109
¥ = —1.3783783783783783
= = 0.6216216216216216

Figura 4.24. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema con
“Supermallas”.

De la misma manera, otro sistema de ecuaciones pudo haber
quedado integrado con las ecuaciones (4.24), (4.25) y (4.27) para
formar un segundo sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.
De igual manera, y para mayor facilidad a la hora de hacer los cal-
culos, se omiten las unidades en la representacién del sistema de
ecuaciones quedando.

5511 —1012 —1513 = 0 EC(I)
—I, +I3 = 2 Ec(D
3014 +20I3 = 10 Ec(IV)

Para resolver el segundo sistema de tres ecuaciones con tres
incégnitas utilizamos la app System of Linear Equations Solver, que
muestra los resultados de las corrientes en la Figura 4.25.
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I; = ~0.081,08 A
® ¥y z total

55 a0 || as 0 IZ = —1378,37A
| +0.621,62 A

~
w
Il

37
e
Yo
)
AT
z = —0.08108108108108109
y = —1.3TR3TRITRITAITES

z = 0.6216216216216216

Figura 4.25. Solucién del segundo sistema de ecuaciones para el problema con
“Supermallas”.

Incluso, tal como lo mencioné con anterioridad, se puede
construir un tercer sistema de tres ecuaciones con tres incégni-
tas, elaborado con la ecuacién (4.25) de la fuente de corriente de
2 Ay con las ecuaciones (4.26) y (4.27) de las "Supermallas”. De
igual manera, y para mayor facilidad a la hora de hacer los célcu-
los, se omiten las unidades en la representaciéon del sistema de
ecuaciones.

—12 +I3 = 2 EC(II)
—25I; +10I, +35I3 = 10 Ec(lI)
3014 +20I; = 10 Ec(IV)

Para resolver el tercer sistema de tres ecuaciones con tres
incégnitas utilizamos la app System of Linear Equations Solver que
muestra los resultados de las corrientes en la Figura 4.26.

Iy = ~0081,08.

C . Iz=-137837A
e I3 = +0.621,62 A

30 L] 20 10

-3

2y

-51
37

x

y=

2
8T

x = =0.08108108108108109
= —1.3783783783783783
= = 0.6216216216216216

Figura 4.26. Solucién del tercer sistema de ecuaciones para el problema con
“Supermallas”.
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Obsérvese que los tres sistemas de ecuaciones con tres incog-
nitas nos dieron por resultado los mismos valores de corrientes,
lo cual nos indica que se puede hacer cualquier combinacién para
resolver el problema siempre y cuando se incluya la ecuacién de la
fuente de corriente de 2 A.

NOTA: Si alguien se pregunta qué pasaria si no se incluye
la ecuacién de la fuente de corriente de 2 A, entonces lo in-
vito a que evalde el sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas que resulta sin incluirla para, observar los resulta-
dos que se obtienen y que saque sus propias conclusiones.

El sistema de ecuaciones sin incluir la ecuacién de la fuente de
corriente se muestra a continuacion.

55I; =10, —15I3 = 0O Ec(])
—25I; +10I, +435I3 = 10 Ec(llI)
3014 +20I3 = 10 Ec(IV)

Ejemplo 4-9. Calcular las corrientes de malla que se presentan en
el circuito de la Figura 4.27.

9Q

MWW

[OBEOR

Figura 4.27. Circuito que se resuelve utilizando “Supermallas”.

Podemos observar que se tienen tres mallas en el circuito, que
estan presentes dos fuentes de corriente y una fuente de voltaje.
Ambas fuentes de corriente se encuentran ubicadas entre dos mallas
cada una, por lo tanto, cada una de ellas tendra su propia ecuacién de
corriente para el sistema de ecuaciones resultante. Entonces, en este
problema también sera necesario utilizar “Supermallas”.

Respuesta.
En la Figura 4.28 se muestra una propuesta de cémo asignar las

corrientes en el circuito y los signos para los voltajes en las resis-
tencias.
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Figura 4.28. Asignacién de corrientes y signos de voltaje para el problema que se
resolvera con “Supermallas”.

Nétese que no es posible aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff
para ninguna malla ya que en las tres se encuentra la presencia de
al menos una fuente de corriente, pero que no es la corriente de la
malla por no estar en el perimetro del circuito.

Entonces, lo que se debe hacer primero es obtener la ecuacién
que resulta de cada una de las fuentes de corriente que se encuen-
tran entre dos mallas en el circuito.

Para la fuente de corriente de 2 A resulta:

De acuerdo con la Figura 4.20b, la corriente de 2 A tiene la
misma direccién que la corriente I, por lo tanto, la ecuacién de
la fuente de corriente queda como lo establece la ecuacién (4.28).

I1—1I,=2A (4.28)

Para la fuente de corriente de 3 A resulta:

De acuerdo con la Figura 4.20b, la corriente de 3 A tiene la
misma direccién que la corriente I, por lo tanto, la ecuacién de
la fuente de corriente queda como lo establece la ecuacion (4.29).

13 —12 =3A
—I+I3=3A (4.29)

De este modo, ya tenemos dos ecuaciones, pero de tres in-
cOgnitas, por lo tanto, es necesario obtener una tercera ecuacién
para completar el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas y
poderlo resolver.

La tercera ecuacién corresponderd a la ecuacién de la tnica
“Supermalla” que se puede trazar en el circuito. En la Figura 4.29
se muestra la trayectoria de la “Supermalla” que se puede construir
en el circuito del problema. Observemos que la supermalla se cons-
truye a lo largo de todo el perimetro del circuito porque sélo hay
fuentes de voltaje y resistencias.
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Figura 4.29. Circuito con una sola “Supermalla”.

Para obtener la ecuacién de la “Supermalla”, aplicamos la ley
de voltajes de Kirchhoff (LVK) a lo largo de toda la trayectoria ce-
rrada, resultando:

Supermalla

z Vtrayectoria =0V
OVL+5V+(14Q)L, =0V
VI +04Q)I, =-5V (4.30)

Agrupamos las ecuaciones (4.28), (4.29) y (4.30) para formar
un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas. De igual mane-
ra, y para mayor facilidad a la hora de hacer los célculos, se omiten
las unidades en la representacién del sistema de ecuaciones.

I Iy = 2  Ec(D)
—I; +I3 = 3 Ec(D
91, +14I, = —5 Ec(lll)
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Det(A) =

13=

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.

1 -1 0
0 —1 1[=1[00)+ (0)+ (9] —-1[(0) + (14) + (0)]
9 14 0
Det(4) = —23
2 -1 0
3 -1 1
[-1=5 14 0 _[(0) + (0) + (5)] - [(0) + (28) + (0)]
17 " Det(a) —23
—23
1—__23=1A
1 2 0
0 1
1o —5 ol _[(0)+(0)+(18)]—[(0) + (0) + (=5)]
~ Det(d) —23
23
Izz_—23=—1A
1 -1 2
0 -1
9 14 -5l [(B)+(0)+(=27)]-[(-18) + (0) + (42)]
Det(4) -23

I3

—46

:__23_

=2A

Reescribimos el sistema de ecuaciones, pero para resolverlo
ahora con el método de Gauss-Jordan quedando.

I4

914

_12
—1I,
+141,

= 2 Ec(I)
+I3 = 3 Ec(l)
= =5 Ec(l)
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Escribimos la matriz ampliada y comenzamos a reducirla has-
ta obtener los valores de las corrientes.

1 =1 0| 2\pop/ =1 02\ 4p.5/1 -1 0
0 -1 1{3 |—1| 9 14 0|-5)——(0 23 0
9 14 o0l-5 0 -1 13 0 -1 1

=

1F2+F31 0 0
-1)]—10 0

3 0 0 1

2 1 0 0
F>+F;
—1>Q<0 0

3 0 -1 1

1 -1 0
(00
0 -1 1

Reescribimos el sistema de ecuaciones, pero ahora para resol-
verlo con la app System of Linear Equations Solver.

I I = 2 Ec(D
I, +I3 = 3 Ec(
9I; +14I, = -5 Ec(lll)

Los resultados de las corrientes se muestran en la Figura 4.30.

€ System of Linear Equations Solver I 1= 1 A

X y z total

1 .-1 0 2 12=—1A
0 -1 1 3 13=2A

Figura 4.30. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema con
“Supermallas”.

CIRCUITOS CON MALLAS
Y FUENTES DEPENDIENTES

Hasta el momento se han resuelto distintos ejercicios con diferen-
tes caracteristicas para aplicar la técnica del andlisis con mallas.
Sélo nos falta hacer ejemplos en los que se involucren fuentes de-
pendientes.

Para resolver problemas en los que aparezcan fuentes depen-
dientes, se aplica exactamente lo mismo que se ha aplicado para los
ejercicios anteriores. El tratamiento que se les dara a las fuentes
dependientes serd igual al que se les dio a las fuentes independien-
tes, es decir, en una trayectoria cerrada o malla se podrdn sumar o
restar fuentes de voltaje dependientes, y si una fuente de corriente
dependiente aparece en el perimetro del circuito, ésta sera igual al
valor de la corriente de la malla. Lo mismo ocurrira si una fuente
de corriente dependiente se encuentra entre dos mallas, ésta se
tendrd que analizar para generar una ecuacién que involucre las
dos corrientes de malla y se deberan utilizar “Supermallas”.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA
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A continuacién, se presentan algunos ejemplos en los que se
incluyen fuentes dependientes y que se resolveran utilizando la
técnica de mallas.

Ejemplo 4-10. Utilizando analisis con mallas, resolver el circuito
de la Figura 4.31 y calcular las corrientes de malla.

3Q 5Q

3V

Figura 4.31. Circuito de dos mallas con fuentes dependientes.
Respuesta.

Se trata de un circuito sencillo con dos mallas, en el que esta inclui-
da una fuente de voltaje dependiente de voltaje. Recordemos que la
fuente dependiente es sélo una fuente cuyo valor depende de otro
valor que se encuentra en el circuito. En este caso, el valor de la fuen-
te dependiente vale cuatro veces el valor del voltaje de la resistencia
de 2 Qy con la polaridad indicada por Ve.

Lo primero que tenemos que hacer para comenzar a resolver
el ejercicio, es definir la direccién de las corrientes de las dos mallas
y los signos de voltaje que cada una de estas corrientes impone
para las resistencias. Estos signos de voltaje son los que nos ayu-
dardn a definir el valor de Vo y de este modo poder sustituirlo en la
fuente dependiente. En la Figura 4.32 se proponen las corrientes
y los signos para todas las resistencias del circuito del problema.

Figura 4.32. Direccién de la corriente y colocacién de signos para circuito con
mallas y fuente dependiente.
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Una vez que tenemos los signos del voltaje en las resistencias,
definimos el valor de Ve en términos de la resistencia de 2 Q y de
la corriente que pasa a través de ella, en este caso I;. Entonces,
de acuerdo con la ley de Ohm y con los signos que presenta Vo y
los signos de voltaje que tiene la resistencia de 2 Q por la corriente
I, el voltaje Vo queda definido como se indica en la ecuacién (4.31).

Ve =—-2 )L (4.31)
El voltaje es negativo porque los signos de la resistencia y los
signos de V& son opuestos entre si.
Una vez que se tiene definido el valor de Vo, entonces se puede
proceder para obtener la ecuacién en cada una de las mallas de la

misma manera que se han obtenido para todos los ejercicios previos.
Entonces, para I; tenemos:

Z Vtrayectoria =0V
(ZQ+SQ+1Q)11+3V—(IQ)12 =0V
6L -0 =-3V (4.32)

Entonces, para I, tenemos:

Z Vtrayectoria =0V
(SQ+1Q)12—(1Q)11—3V+4V®= oV
Dela ecuacién (4.31) sustituimos el valor de Vo y simplificamos.
GQ+10)L-1YL-3V+4[-2Q)L]l=0V
6L-1Y)L-3V-8BQM)L =0V
-90L+ (6L =3V (4.33)

Agrupamos la ecuacién (4.32) y la ecuacién (4.33) para for-

mar un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Para mayor

facilidad a la hora de hacer los cilculos, se omiten las unidades en
la representacién del sistema de ecuaciones.

6I; —9I; = —3 ) Ec(])
Dos ecuaciones
—9I1 +6I, = 3 Ec(Il) condos incégnitas

Utilizamos el método de suma o resta para resolver el sistema.
Multiplicamos la Ec (I) por un factor de 6 y resulta:

[61; —I, = —31(6) Ec()*
361; —6I, = —18 Ec(D*
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Sumamos la ecuacién que resulta con la Ec (I) y queda.

3611 —pb = -18  Ec()’
oI, +ef; = 3 Ec(l)

2714 = =15
De la ecuacién resultante despejamos la corriente I;.
-15
L = —
! 27
I; = -0.5555A

Sustituimos el valor de I; en la Ec (I) o en la Ec (II) para des-
pués despejar el valor de I; , en este caso lo hacemos para la Ec (I)
obteniendo.

61y — Iy = —3
6(—0.555,5) — I; = —3
—3333—1I,=-3
—I; = -3 +3.333
—I; = —3+3.333
_I; = 0333
[I; = —0.333 4]

Otra manera de resolver el sistema de ecuaciones es utilizan-
do la regla de Cramer, quedando:

6l —91; = —3 ) Ec()
Dos ecuaciones
—-9I, +6I, = 3 EC(II) con dos incégnitas
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pet(a) = |6, = (OO~ [(-1)(-9)] = 36 -9
Det(A) = 27
-3 -1
s el enen-icnen_-is+3

L= = 27 -7

6 -3
L Sl ee-eacan_1s-27
*T Det(d) 27 T 27

I,=—=0.
2= o5 0.333,3A

Resolvemos el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
utilizando la app System of Linear Equations Solver quedando como
se muestra en la Figura 4.33.

Iy = ~05555 A

total

‘ . 5 I, = —0.333,3 A

x = —(.5655555556555556

= —0.3333333333333333

Figura 4.33. App System Linear Equations Solver para un Sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Ejemplo 4-11. Utilizando analisis con mallas, resolver el circuito
de la Figura 4.31 y calcular las corrientes de malla.

2Q

—WW JV\N\r
+ V- “‘3
2V

O Oh

8Q

7Q

—_L
Figura 4.34. Circuito de dos mallas con fuentes dependientes.
Respuesta.

Se trata de un circuito con tres mallas, existen dos fuentes depen-
dientes, una de corriente que depende de un voltaje (Vo) y una de
voltaje que depende de una corriente (I).

Es importante observar que la fuente de corriente dependiente se en-
cuentra entre dos mallas y por lo tanto el valor de las dos corrientes de
malla estard condicionado al valor de la fuente de corriente dependiente.

Para comenzara a resolver el problema con la técnica de ma-
llas, se hace igual que con cualquier otro circuito, primero se trazan
las corrientes y se colocan los signos de los voltajes para las resisten-
cias. En la Figura 4.35 se presenta una propuesta de cémo colocar las
corrientes y los signos de las resistencias respetando la convencién
de signos pasiva.

Figura 4.35. Propuesta de corrientes y signos de voltaje en resistencias para
circuito con fuentes dependientes.
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Es importante observar que la polaridad del voltaje Vo coinci-
de con la polaridad del voltaje que se determina en la resistencia de
2 Q (Vo) con la corriente I;, por lo tanto, ambos voltajes son exac-
tamente iguales tal como queda expresado en la ecuacién (4.34).

Vg =Vaq =2 Q)4 (4.34)

Lo mismo ocurre para la corriente I», ésta coincide totalmen-
te en direccién y sentido con la corriente I,, por lo tanto, son igua-
les y esto se expresa en la ecuacién (4.35).

Ip=1 (4.35)

Por otro lado, y como ya se habia mencionado, la fuente de
corriente se encuentra entre dos mallas, por lo tanto, esta condi-
ci6én obliga a que la suma o diferencia de las corrientes de malla
sea igual a la corriente de la fuente. Entonces, de acuerdo con la
Figura 4.20b, la corriente I, tiene la misma direccién que la fuente
de corriente 2V5, por lo tanto, la condicién queda expresada como
se indica la ecuacién (4.36).

I, — 1, =2V (4.36)

Enla ecuacién (4.36) sustituimos el valor de V> de la ecuacién
(4.34) y simplificamos, de igual manera se omiten las unidades
para facilitar los calculos en la ecuacién.

12 - 11 = 2(211)
12 - 11 = 411
—SI;+1; =0 (4.37)

Es probable que para algunos cause confusién que en la ecua-
cién (4.36) se tengan valores de corriente en el primer miembro
y un voltaje multiplicado por una ganancia (constante) en el se-
gundo miembro. Eso no tendria sentido porque sabemos que la
corriente no es igual al voltaje, sin embargo, en realidad si se trata
unicamente de valores de corriente ya que la ganancia “2” debe te-
ner unidades (que no se muestran) y que correspondan a (2 §) para
que al multiplicarla por el voltaje V> queden tinicamente amperes.

Ya que se tienen definidos los valores de las fuentes depen-
dientes en funcién de las corrientes de malla, se procede a calcular
las ecuaciones de las corrientes de malla y la o las Supermallas.

De la Figura 4.35 se observa que la Gnica corriente de malla que
se puede calcular es 1a de la corriente I; porque es la inica malla en la
que estan presentes solamente resistencias y fuentes de voltaje (en
este caso la fuente de voltaje dependiente).

Z Vtrayectoria =0V

(7Q+8Q)— (8L —5lp=0V
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De la ecuacién (4.35) sustituimos el valor de I y simplificamos.
(1515 —-8Q)L -5,)=0V
-8 =51, +(15WI3=0V (4.38)

Supermalla # 1

" Supermalla # 2

Figura 4.36. Identificacién de Supermallas en el circuito con fuentes dependientes.

En la Figura 4.36 identificamos las Supermallas que se pue-
den trazar en el circuito.

Supermalla # 1

Z Vtrayectoria =0V
‘10V+(2.Q)11+(5Q+3.Q)12 + (7Q)13 =0
QI+ BN+ (7Q)I3 =10V (4.39)

Supermalla # 2

z Virayectoria = 0V
—10V+ QL+ GQ+3Q1L,+5Ip+(B8Q)U;—13) =0V
QWL+ BV +5(;))+ B —(8Q)3=10V
(Q0I; + (13Q)I; —(8Q)I3 =10V (4.40)
Agrupamos las ecuaciones (4.37), (4.38), (4.39) y (4.40) para
formar un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. De igual

manera, y para mayor facilidad ala hora de hacer los célculos, se omi-
ten las unidades en la representacién del sistema de ecuaciones.
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—51I 1 +1 2 = 0 Ec ( 1 ) Condicién de la fuente de corriente

—8I; —5I, +15I3 = O Ec(ID) De lamalla de
211 +812 +7I3 = 10 EC(III) Supermalla #1
1014 +1312 —813 = 10 EC(IV) Supermalla #2

Para resolver el sistema, s6lo se necesitan 3 ecuaciones ya que
Unicamente se tienen 3 incégnitas. Observemos que nos resulta-
ron cuatro ecuaciones porque hay dos “Supermallas”, aunque con
una sola que hubiésemos obtenido habria sido suficiente.

Recordemos que, para resolver el sistema, podemos hacer
cualquier combinacién de ecuaciones siempre y cuando en todas
ellas se utilice la Ec (I) . Lo anterior se debe a que la condicién de
corriente entre I; e [, siempre se debe cumplir en el circuito, si la
omitimos, entonces las corrientes resultarian incorrectas. Es asi
que podemos combinar la Ec (I), Ec (II) y Ec (III) 6 Ec (), Ec (I) y
Ec (IV) ola Ec (I), Ec (III) y Ec (IV); para todas estas combinaciones,
los resultados de las corrientes deben resultar los mismos valores.

Resolvemos el sistema de ecuaciones considerando la Ec (I),
Ec (II) yla Ec (IID).

—5I, + I - 0 Ec()
—8I; -5l +15I3 = O Ec(I)
21y 48l +7I; = 10  Ec(l)
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Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.

-5 1 0
Det(A) =[-8 -5 15| =[(175) 4+ (0) + 30)] — [(0) + (—600) + (—56)]
2 8 7
Det(A) = 861
0 1 0
0 -5 15
;-0 8 71_ [0+ +(150)] - [(0) + (0) + (0)]
YT Det 861
| _ 150 _
1= 527 = 01742 A
-5 0 0
-8 0 15
-l2 10 70 _0)+0)+(0)]-[€0)+(=750) + (0)]
277 Det(d 861
=22 087104
2_@_ 871,
-5 1 0
-8 -5 0
-l2 8 1ol _[250)+(0) +(0)] —[(0) + (0) + (~80)]
T Det(d) 861
330
I3 =——=0.383,2A
861

Reescribimos el sistema de ecuaciones, pero ahora para resol-
verlo con la app System of Linear Equations Solver.

—5I;  +I = 0 Ec(l)
—8I; —5I, +15I3 = O Ec(I)
21y  +8I, +7I; = 10  Ec(ll)
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Los resultados de las corrientes se muestran en la Figura 4.37.

Li=017424
i I, = 0.871,0 A
e I = J[ we I[ ® I3 = 0.383,2 A

50
287
250

T 287

_ 110

= 287

x

¥

x = 0.17421602787456447
y = 0.8710801393725222

= = 0.3832752613240418

Figura 4.37. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema con
“Supermallas”.

CORRIENTES DE MALLA CON DISTINTAS
DIRECCIONES

Seguramente, después de todos los ejemplos que hemos resuelto
alguien se habrd preguntado en un problema, ;serd posible tener
direcciones de corrientes distintas?, ;qué pasaria si todas o algu-
nas de las corrientes de malla no tuvieran la misma direccién o
cuando seria apropiado cambiarlas?

En fin, la respuesta es muy sencilla, cada estudiante puede de-
cidir en qué momento cambiar las direcciones de las corrientes para
comenzar a analizar un circuito. ;De qué depende?, por ejemplo, lo
puede hacer para que la direccién de una corriente sea positiva, para
que los signos de voltaje en una resistencia tengan determinada po-
laridad, para facilitar los calculos, etc. Realmente no existe una regla
fija para establecer las direcciones en las corrientes de malla, por esa
razén puede ser aleatoria o, simplemente por rapidez y costumbre,
pueden establecerse todas las corrientes en un solo sentido.

Si las direcciones de las corrientes son distintas para cada malla, se
debe tener mayor cuidado al momento de colocar los signos en cada
término ya que no siempre las dos corrientes serdn opuestas entre si.

A continuacién, se muestra el dltimo ejemplo aplicando la
técnica de mallas y en el que no todas las corrientes tendran la di-
reccién en sentido horario. Se estableceran direcciones opuestas al
sentido de las manecillas del reloj en algunas mallas para que sea
mas facil calcular el voltaje para una fuente dependiente de voltaje
y para que sea més facil colocar una corriente en otra fuente depen-
diente, en este caso de corriente.

Habrd que tener mayor cuidado al momento de construir las
ecuaciones aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff, ya que existiran
elementos en los que las corrientes de malla se sumaréan y otros en
los que se restaran. Al mismo tiempo, para elementos que se com-
parten entre dos mallas, apareceran corrientes que se sumen en un
elemento y otras que se restan entre si.
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Ejemplo 4-12. Para el circuito de la Figura 4.38 calcular todas las
corrientes de malla.

1Q

MWW

V,<2Q

<1> 2V,

-

Figura 4.38. Circuito con fuentes dependientes y en el que no todas las corrientes
tendran el mismo sentido.

Respuesta.

Es un circuito de cuatro mallas en el que estdn presentes dos
fuentes independientes, una de voltaje de 2 V y una de corriente
de 9 A. De igual manera, existen dos fuentes dependientes, una
fuente de voltaje dependiente de corriente (3i,) y una fuente de
corriente dependiente de voltaje (2 V).

Observamos que cada fuente de corriente se encuentra entre
dos mallas, por lo tanto, ambas fuentes de corriente estableceran,
cada una, una condicién que se deberd cumplir al momento de
construir las ecuaciones del sistema.

Notamos que sélo la malla central superior se encuentra for-
mada por fuentes de voltaje y/o resistencias, por lo tanto, sélo se
podré obtener la ecuacién para esta malla. Para completar el sistema
de ecuaciones, sera necesario identificar al menos una “Supermalla”.

Por ultimo y no menos importante, observamos que el voltaje
V, y la corriente i,, son los pardmetros de los que dependen las
fuentes dependientes. Estos pardmetros se deberin obtener a
partir de las corrientes de malla que nosotros establezcamos (I3,
I2, 13 e I4)

Para determinar i, y V), resulta mas sencillo si lo hacemos a
partir de valores positivos, por lo tanto, éste ser el criterio que se
tomaréa para establecer las direcciones de las corrientes en las mallas.

Comenzamos colocando los nombres de las corrientes en las
mallas y después asignamos las direcciones para asegurar que i, y
V), resultardn positivos a partir de las corrientes que se definan.

En la Figura 4.39 se muestran las corrientes I, I,, I3 e I, s6lo
falta establecer el sentido de giro en cada una de ellas.
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FinZeal o AN |
2V+ IQ 20
Oin —ww—

;'I‘JA

Figura 4.39. Circuito con los nombres de las corrientes, faltando establecer el
sentido de cada una de ellas.

Entonces, ;Cémo conseguimos que i, y V,, sean positivos para
los calculos en el andlisis del circuito?

La respuesta es sencilla, para el voltaje V, es necesario que
tanto la corriente I; como la corriente I, establezcan signos con la
misma polaridad que tiene el voltaje V,. Esto se consigue hacien-
do que la corriente I; esté a favor de las manecillas del reloj y la
corriente I, esté en contra de las manecillas del reloj tal como se
aprecia en la Figura 4.40. Obsérvese, en esta figura, que todos los
signos del voltaje en la resistencia de 2 Q involucrada coinciden en
polaridad, por lo tanto, las corrientes en la resistencia se sumany a
partir de la ley de Ohm se establece que el voltaje V, quede definido
como lo indica la ecuacién (4.41).

V=0QoU+1) (4.41)

1Q

Figura 4.40. Direcciones de las corrientes para asegurar que i,y V, sean positivos
para los célculos en las ecuaciones.
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Para el caso de la corriente i, es mds sencillo, ya que sélo de-
bemos asegurar que el sentido de la corriente I, sea igual al sentido
de la corriente i,. Por lo tanto, la corriente I, debe quedar definida
en contra de las manecillas del reloj tal como también se aprecia en
la Figura 4.40. De esta manera la corriente i, y la corriente I, son
iguales en direccién y sentido, y quedan relacionadas mediante la
ecuacion (4.42).

Iy = Iy (4.42)

Para finalizar, sélo falta asignar el sentido de giro para la co-
rriente I;. Realmente puede ser en cualquiera de ambos sentidos
(horario o antihorario), pero, en este caso, notamos que, si se se-
lecciona el sentido antihorario, esta direccién coincidira con la de
las dos fuentes de corriente por las que pasa, asi que sélo por esa
caracteristica se tomara en ese sentido tal como se aprecia en la
Figura 4.41.

1Q

Figura 4.41. Circuito definido con todas las direcciones de corriente.

A partir de la Figura 4.41 y aplicando la ley de voltajes de Kir-
chhoff obtenemos la ecuacién para la malla de I,.

Z Vtrayectoria =0V

Comenzamos en la resistencia superior de 1 Q y seguimos la
direccién de la corriente I,.

+(AVDL+QAOU+ 1)+ A QU —13) —3ixy =0V (4.43)

De la ecuacién (4.42) sustituimos el valor de i, en la ecuacién
(4.43) y simplificamos.

QUL+ @I —1WDI3—31,=0V (444
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Observamos en la ecuacién (4.43) que para la resistencia de 2
Q2 las corrientes se sumaron y para la segunda resistencia de 1 Q las
corrientes se restaron. Esto ocurre porque en el primer caso las dos co-
rrientes llevan la misma direccién y en el segundo caso las corrientes
son opuestas entre si.

Obtenemos ahora las ecuaciones que resultan de las condicio-
nes impuestas por las fuentes de corriente.

Por otro lado, y como ya se habia mencionado, las fuentes de
corriente se encuentran entre dos mallas, por lo tanto, esta condi-
ci6én obliga a que la suma o diferencia de las corrientes de malla sea
igual ala corriente de cada una de las fuentes de corriente.

Para la fuente independiente de 9 A, y de acuerdo con la Fi-
gura 4.20c, las corrientes I, e I5 tienen la misma direccién que la
fuente de corriente de 9 A, entonces, la condicién queda expresada
como indica la ecuacién (4.45).

I1+1I3=9A (4.45)

Para la fuente dependiente de (2 V), y de acuerdo con la Figu-
ra 4.20Db, las corrientes I; e I, tienen direcciones opuestas, y la que
coincide con la direccién de la fuente dependiente es la corriente I,
entonces, la condicién queda expresada como se indica en la ecua-
cién (4.46).

13 - 14_ == 2 Vy (4-46)

Sustituimos la ecuacién (4.41) en la ecuacién (4.46) y simpli-
ficamos.

I3 — 1y =2[2 WU + )]
L—1,=40) + 1)
13 - 14_ = (4 .Q)Il + (4 .Q)Iz

—(49)11—(4 Q)12+13—14=0 (4.47)

Hasta el momento sélo se han obtenido 3 ecuaciones con
cuatro incognitas, por lo tanto, es necesario obtener una cuarta
ecuacién para poder resolver el sistema. Para conseguirlo, sera ne-
cesario utilizar una “Supermalla”. Recordemos que una “Superma-
lla” es una trayectoria cerrada que involucra a mds de una malla y
en la que sélo estan presentes resistencias o fuentes de voltaje. En
el circuito de la Figura 4.41 se identifica que se pueden trazar dos
“Supermallas” las cuales se muestran en la Figura 4.42.
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Figura 4.42. Trayectoria de las “Supermallas” que se encuentran en el circuito.

Obtenemos para cada “Supermalla” su respectiva ecuaciéon
con la ley de voltajes de Kirchhoff, quedando:
Supermalla # 1

Z Vtrayectoria =0V
-2V-(1 Q)Iz—(ZQ)I4 =0V
-AQIL - QI =2V (4.48)

Supermalla # 2

z Vtrayectoria =0V

2V+QCOUL+L)+A W)U —15) —3i,—(2Q)U) =0V (4.49)

De la ecuacién (4.42) sustituimos el valor de i, en la ecuacién
(4.49) y simplificamos.

2V+QCOUL+L)+A0)U;—13) —3(I) —2Q)U) =0

CUOL+CVIL—AWDI3—-GW)IL=2V (4.50)

Agrupamos las ecuaciones (4.44), (4.45), (4.47), (4.48) y
(4.50) para formar un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro in-
cOgnitas. De igual manera, y para mayor facilidad ala hora de hacer

los célculos, se omiten las unidades en la representacién del siste-
ma de ecuaciones.
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Ec (I Il ) Para la fuente de (2 V) A

217 +4I, —I3 —3l4 0 Ec(I) vParalamalladel,
Iy +13 = 9  Ec(Il) raralafuentede9A
—41y —4I, +I3 — I, 0
- Iy —214 2 Ec(IV) Supermalla #1
2

21, +3I, —I3 —51, =

Al igual que en el ejemplo anterior, para resolver el sistema de
ecuaciones es necesario que no se excluyan las ecuaciones que resul-
taron de las condiciones que impusieron las fuentes de corriente, en
este caso la Ec (II) y la Ec (III). Con estas dos ecuaciones y con otras
dos del sistema se pueden plantear para calcular las corrientes.

Para resolver el sistema utilizamos la Ec (I), Ec (II), Ec (II) y
la Ec (IV). Extraemos los coeficientes de las ecuaciones para resol-
ver el sistema utilizando el método de Gauss-Jordan. Escribimos la
matriz ampliada y comenzamos a reducirla hasta obtener los valo-
res de las corrientes.

2 4 -1 =30 1 0 109
1 0 10 |9)|a22(2 4 -1 =3J0|27"%( o
-4 —4 1 -10|0)" \-4 -4 1 -1|0) | -4
0 -1 0 212 0 -1 0 212 2

N

|

S

—_

co
OO O -

10 10 |9 \pern/l 0 02 |0\g /1 0O
001 0 2 [ |3mm[0 1 0 2 [2|Z5[0 1
00 [1] -2|9 00 [I] -2|9 00
0 0 —3 -11|-10 o0 o -—17]17 0 0
10 0 02 L= 2A
01 0 0] ILb= 0A
001 0|7 |7 |s= 74
0 0 o [1]l-1 ILi=—1A

Reescribimos el sistema de ecuaciones, pero ahora para resol-
verlo con la app System of Linear Equations Solver.
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EC( vV ) Supermalla # 2

0 1 0(9)\ 4r+F

1 0 2 -2 —2F;+F,
-4 1 -1]0
4 -1 =310

0 1 0 ]9 \n
0 2 |-2 |2
0 2 —4|18 |7
0 -3 —11|-10

2F4 F.
0 21]o —2F:+ F,
O 2 _2 2F4+F3
—_—
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214

—414

214

+41I,

—41,

+31,

—I3 —3l4 0 Ec(I) raralamalladel,

+13 = 9  Ec(ll) Paralafuentede9A

+I3; -1, = O Ec(IIl) Paralafuentede 2 V,) A
—214 2 Ec(IV) Supermalla#1

—I3 =514, = 2 Ec(V) Supermalla#2

Utilizamos la Ec (I), Ec (IIT), Ec (IV) y Ec (V) para calcular las
corrientes con la app. Los resultados de las corrientes se muestran
en la Figura 4.43.

¢ System of Linear Equations Solver 11 = 2 A

x y z t total

1 0 1 0 9 IZ =0A

-4 -4 1 -1 0 13 — 7A

2 -3 ] -5 2 14: —1A
gs0

Figura 4.43. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema de fuentes
dependientes y “Supermallas”.

Se deja como inquietud para el estudiante que se resuelvan
el resto de las combinaciones de ecuaciones con la app. No olvides
que con cualquier combinacién de ecuaciones, en este problema,

nunca debes dejar fuera ala Ec (II) y Ec (II).

RESUMEN Y CONCLUSION DEL CAPITULO

La técnica de mallas es una técnica muy poderosa que sirve para
resolver practicamente cualquier tipo de circuito eléctrico que se
presente. Para plantear las ecuaciones del sistema, utiliza bésica-
mente la ley de Ohm y la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK). En un
circuito resuelto aplicando la técnica de mallas resulta la misma
cantidad de ecuaciones que de mallas.

Al inicio de cada ejemplo se incluy6 una descripcién del circui-
toy cémo comenzar a resolverlo. Se explicé que cuando una fuente
de corriente aparece en el perimetro del circuito es de ayuda in-
mediata porque corresponde con la corriente de la malla. Cuando
una fuente de corriente aparece entre dos mallas se debe cumplir
que la suma o la diferencia de las corrientes sea igual a la corrien-
te de la fuente. De igual forma, cuando aparece una fuente de
corriente entre dos mallas, es necesario utilizar al menos una “Su-
permalla” para resolver el problema.

En este capitulo se resolvieron 12 ejemplos comenzando con
ejercicios sencillos y terminando con ejemplos cada vez mas com-
plejos. En los ejemplos se traté de incluir todo tipo de circuitos que
se pueden presentar cuando se analizan circuitos con mallas. Se
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incluyeron circuitos con fuentes de voltaje, fuentes de corriente,
fuentes dependientes de corriente y dependientes de voltaje, asi
como ejemplos que obligaron a utilizar “Supermallas”. Se hicieron
ejemplos de 2, 3 y hasta 4 ecuaciones con 4 incégnitas. Todos y
cada uno de los ejemplos se resolvieron paso a paso exphcando de-
talladamente cémo comenzar a resolver el circuito, cémo plantear
las ecuaciones y qué aspectos tomar en cuenta para resolverlos ra-
pida y adecuadamente.

Para resolver los sistemas de n-ecuaciones con n-incégnitas
que resultaron, se utilizaron de forma alternada las técnicas de
“Suma o resta”, “Regla de Cramer”, el método de “Gauss-Jordan”, y
en todos los casos, para comprobar los resultados, se utilizé la app.
gratuita System of Linear Equations Solver.

PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para poner en
préctica lo aprendido sobre la técnica del andlisis de circuitos con
mallas. Para todos los problemas se incluye el resultado de la co-
rriente en cada malla, considerando la direccién de la corriente en
el sentido de las manecillas del reloj.

Prob. 4.1. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.44.

R =125Q Ry=80Q

R,=7Q

Figura 4.44.
(Sol., =1.5A,1,=0.75 A).

Prob. 4.2. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.45.

1SVQ
/

‘,I
12k£2 33kQ

§1k51 A % 2k b
—

(Sol. I; = 6.536 mA, I, = 3.356 mA, I = 3.147 mA).

3.7kQ2

MW

Figura 4.45.
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Prob. 4.3. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.46.

1oQ 1300
§10¢m I 1200 b 150 Q
-
160 Q 180 Q

MW MW
35V
2000 J, I gzzo .
-
—_

(Sol. I =-21.55mA, I, =17.36 mA, I = -79.02 mA e [, = 70.31 mA).

Figura 4.46.

Prob. 4.4. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.47.

3kQ |0Vm 43 kQ
W

MW
15V ~ 4mA
1, §3-3 kQ 3.9KkQ 7, Cl
-

3.6 kQ

VW

Figura 4.47.

(Sol.I; =3.158 mA, [, = 1.483 mA, I; = 4 mA).
Prob. 4.5. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.48.

15k L éj ko L ?4‘3 kQ

47kQ 0

MWW

C+> 5 %5‘6 ke Iy §7.5 kQ

*

3

®

Figura 4.48.

(Sol.I; =-7.583 mA, I, =15.137 mA, I; = -4.7 mA e I, = 4.862 mA).
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Prob. 4.6. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.49.

910 Q 820 Q
MWV AMMN—
5V 7V
= I; §750§1 b =
680 O 620 Q
ANV AW
5 §5109
oV 560 Q
I ———WW

Figura 4.49.

(Sol. I; =3.171 mA, I, = -839.55 UA, I3 = -4.487 mA).

Prob. 4.7. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.50.

9.1Q 820Q

Figura 4.50.

(Sol. Iy =2.472 A, I, =1.889 A, I; = 2.972 A).
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Prob. 4.8. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.51.

22Q 220

Figura 4.51.

(Sol. I; =—0.9733A, I, =-1.299A, s = -1.419 e I, = -2.19A).

Prob. 4.9. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.52.

10 Q 10Q 5V 20
M MWt MW
12V TV
-4 30 £
— 1 SQ§ I I —
10 —4V
—A\W S

Figura 4.52.

(Sol. I = 608.78 mA, I, = -451.88 mA, I = -725.94 mA).

Prob. 4.10. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.53.

35V 220
W
I
330 6.80 1Q
AW AMW— MWW
25 V__ 1.2Q
— 1) 47Q I
==
Figura 4.53.

(Sol. I =-265mA, I, = -3.75 A, I; = -724.42 mA).
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Prob. 4.11. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.54.

N

Figura 4.54.

1y
10 Q 300
+ I +
. 2 v, 200 I 40Q
-
(Sol.I; =8.875A,1,=6.375 A, [; =4.375 A).
Prob. 4.12. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.55.
50 30
0.5A 10V
+ I, I B
- +
290 1Q
I3
70 5V
MW G =

Figura 4.55.

(Sol. I; =2.577 A, I, =3.077 A, I; = 1.839 A).
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Prob. 4.13. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.56.

+
2k ke L <ike
y

2V
+ Y,
) I 1y 1kQ

Figura 4.56.
(SOI Il =4.5 mA, 12 =500 IJA, Ig =11mAe I4= 2.19 A)

Prob. 4.14. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.57.

L TRNO)

1 kO 1 kQ
MWW MWW

15V +
1kQ <+> L y<io
=

Figura 4.57.

(Sol. I; =35.964 mA, [, =3 mA, I; = 25.482 mA e [, = -11.988 mA).
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Prob. 4.15. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.58.

20
14
2V, 80

=
Figura 4.58.

(Sol. I =2A,I,=-423A,I;=-4.75Ael,=-3.384 A).

Prob. 4.16. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.59.

1Q
20
1A ]
(])1, élQ L 40 I,
Figura 4.59.

(Sol.I; =1 A, I, =-0.24241 A, I; = -5.09089 A e I, = -5.06061 A,
Is=5.09091 A).
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Prob. 4.17. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.60.

80 i 6Q
x!
120 b 40

2i,

Figura 4.60.

(Sol. I =1.193 A, I,=1.741A,1;=0.935AeI,= 3 A).

Prob. 4.18. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.61.

2i, 2 mA
1y §1 o b Cl
1 kQ 1kQ
AN ANN-—
12

\Y
1kQ CP I 1 KO
—_

(Sol.I; =-7mA, I, =2mA, Is = -1mA e I,= -5A).

Figura 4.61.
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En los dos siguientes dos problemas se sugiere utilizar una calculadora cientifica
mas sofisticada y comprobar los resultados utilizando simulaciones mediante el
software LTSpice.

Prob. 4.19. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.62.

1Q 1Q 1Q
WW AW MWW
h gm L 1o b
1Q 1Q 1Q
MWW WW MW
20V
+
) I §IQ Is 1Q I §IQ
1Q 1Q 1Q
MW MW MW
I 1Q I 1Q 1,
1Q 1Q 1Q
AW MW MWW
Figura 4.62.

(Sol.I; =4.705 A, I, = 2.745 A, I; = 1.568 A, I, = 11.372 A, Is; = 4.705 A, I;=1.960 A,
I;=4.705 A, I;=2.745 A e I,=1.568 A).

Prob. 4.20. Calcular las corrientes de malla de la Figura 4.63.

10 10 10
AN AW i AA
18V 10V ,
-:-) I 1o b (;) A ltx
10 10 10
AW AW MW
ém I, 0I5VZ<"'> I. Cle I, §1 Q
10 | IQ‘ 10
MW AW AMWN—
4£<T> I 1Q G -1% '
l(: lf: T lgﬂ
MW AW AMWN—

Figura 4.63.

(Sol. I, =5.174 A, I, =4.388 A, I; = -7.005 A, I,= -6.864 A, [s;=-2.01 A, Is=-4.010
A I;=-28.020 A, I3=11.677 AeI;=0.494 A).
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ANALISIS DE CIRCUITOS
ELECTRICOS CON NODOS







INTRODUCCION

« »

Debemos recordar que un nodo “n” es la unién de dos o maés ele-
mentos cualesquiera en un circuito (McAllister, 2008a). El analisis
de nodos se basa principalmente en la ley de Ohm y en la ley de
corrientes de Kirchhoff (Lck) (McAllister, 2008b) aplicadas a cada
uno de los nodos del circuito. Con esta técnica, se obtienen todos
los voltajes de nodo respecto de uno de referencia o tierra (McA-
llister, 2008a). Una vez que se calculan los voltajes en cada nodo,
es posible obtener cualquier otro voltaje, corriente o potencia en
el circuito.

Con esta técnica de analisis, resultan tantas ecuaciones como
(n-1) nodos existen en el circuito. Al igual que con el analisis de
mallas, es necesario utilizar métodos matemadticos para resolver
los sistemas de ecuaciones simultaneas que resultan.

Resolver un circuito aplicando el andlisis con nodos se puede
simplificar en tres pasos de acuerdo a Flores (2017), "Método de los
voltajes de nodos" (2013) y Herndndez (s. f.).

Pasos para aplicar el andlisis con nodos
Paso 1.

Seleccionar el nodo de referencia, nombrar al resto de los nodos y
establecer una direccion de corriente para cada rama del circuito

En principio, cualquiera de los nodos puede ser el nodo de referen-
cia “0”, sin embargo, generalmente se selecciona el nodo en el que
estan conectadas la mayor cantidad de ramas, o la mayor cantidad
de fuentes de voltaje, o el nodo en el que se encuentre el voltaje
ma4s negativo (normalmente la terminal de tierra = o GND del
inglés “ground”). El resto de los nodos se identifican con g, b, ¢, d,...
n. Después se establece una direccién unica de corriente para cada
rama del circuito entre los nodos. Sélo se puede asignar la direc-
cién de la corriente en las ramas donde haya elementos pasivos
como resistencias, inductores y capacitores. En el caso de las fuen-
tes de corriente no se asigna la direccién porque ya estd asignada
por la propia fuente. Para el caso de las fuentes de voltaje tampoco
es necesario asignar la direccién de la corriente, porque, depen-
diendo de entre qué nodos se encuentren conectadas, éstas serdn
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en si mismas los voltajes de nodo que estamos buscando o proba-
blemente sean parte de un Supernodo.

Paso 2.
Construir la ecuacién de cada voltaje de nodo

Para construir la ecuacién de cada voltaje de nodo, se aplican en
conjunto la ley de corrientes de Kirchhoff (LcK) y la ley de Ohm.
Se obtiene una ecuacién por cada nodo (excepto para el nodo de
referencia “0”) hasta que resulte un sistema de ecuaciones igual a
(n-1) nodos. Para obtener cada ecuacién, se calcula simbélicamen-
te la corriente en cada rama tomando como referencia la direccién
de corriente que se establecié en el paso anterior. Para calcular la
corriente en una rama, se define una diferencia de voltaje entre
ambos nodos y se divide entre la resistencia que se encuentra en la
rama. La diferencia de voltaje se calcula considerando que el nodo
mads positivo es por el cual la corriente estd saliendo y el nodo més
negativo es por el cual la corriente estd entrando. Para el caso del
nodo de referencia, éste tendra siempre un voltaje de “0 V”. Con las
direcciones de las corrientes y los valores simbdlicos calculados de
éstas, se aplica la ley de corrientes de Kirchhoff en cada nodo para
obtener las ecuaciones del sistema.

Paso 3.

Agrupar las ecuaciones en un sistema de (n—1)-ecuaciones con
(n-1)-incdgnitas y se resuelve para obtener los voltajes en los
nodos

Una vez que se tienen todas las ecuaciones del circuito, se resuel-
ven para obtener todos los voltajes en los nodos. Para resolver el
sistema de ecuaciones simultaneas, se pueden utilizar los mismos
métodos empleados para el andlisis de mallas, es decir, el método
de suma o resta, la regla de Cramer, la reduccién por el método de
Gauss-Jordan, alguna app., etc.

A continuacién, se presentan una serie de ejercicios en los que
se aplica el andlisis con nodos para calcular todos los voltajes de
nodo en cada circuito. Se pretenden hacer los ejercicios suficientes
para ejemplificar la mayor cantidad de casos posibles para que que-
de clara la explicacién del tema.
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NODOS CON FUENTES DE VOLTAJE

Ejemplo 5-1. Calcular los voltajes de nodo en el circuito de la
Figura 5.1.

R =6Q R,=150Q

V,=42 =525V

O Few O

=

Figura 5.1. Circuito para aplicar el andlisis por nodos.

Respuesta.

En el primer paso, identificamos los nodos con los que cuenta el
circuito, en este caso, de la Figura 5.1 se observa que son cuatro
nodos (n=4) los cuales se nombraran nodo 0, nodo a, nodo b, nodo
¢, y para cada uno de ellos quedard definido un voltaje (v,, v, v.)
respecto del nodo 0. En la Figura 5.2 se muestran los cuatro nodos
y su representacién en el circuito.

R =60 , R=150

Figura 5.2. Identificacién y marcado de nodos en el circuito.

Observemos que se ha seleccionado como el nodo de referencia
o nodo 0 a la terminal marcada con el simbolo de tierra =. Note-
mos que el nodo de referencia cumple con la mayoria de los requisitos
mencionados en el paso 1 para resolver circuitos con nodos. Estan
conectadas la mayor cantidad de ramas, en este caso tres; estan co-
nectadas todas las fuentes de voltaje, en este caso dos, y, ademas, las
terminales negativas de ambas fuentes de voltaje estan conectadas en
este punto de referencia.

Lo siguiente es establecer una direccién de corriente para
cada rama del circuito, es importante sefialar que la direccién de
la corriente que se asigna a cada rama puede ser arbitraria, aunque
normalmente se asignan de izquierda a derecha (=) y de arriba
hacia abajo (]). Sin embargo, si alguien decide asignarlas de forma
distinta, los resultados al final del problema no se veran afectados
porque las ecuaciones quedan definidas de forma distinta. En la Fi-
gura 5.3 se muestra como quedarian representadas las direcciones
de las corrientes con la forma indicada.
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Figura 5.3. Establecimiento de la direccién en las corrientes para cada rama del
circuito.

En el segundo paso, se construye una ecuacién para cada uno
de los nodos del circuito como se indica a continuacién.

Para el nodo a:

El nodo a ya tiene definido un voltaje porque existe una fuente de
voltaje entre éste y el nodo de referencia. Por lo tanto, no es nece-
sario realizar ningun célculo, sélo se debe expresar el voltaje que se
encuentra entre el nodo a y el nodo de referencia de forma correcta.
Para representarlo correctamente se debe observar que la terminal
positiva de la fuente de voltaje estd conectada en el nodo a, por lo
tanto, el voltaje se expresa como positivo respecto del nodo de refe-
rencia (+V,) y ademas la magnitud del voltaje de la fuente también es
positiva (+42 V), resultando al final en un voltaje positivo. Este valor
queda expresado directamente en la ecuacién (5.1), como se indica:

va = +VA
Vg = +(+42V)
Vg =42V

(5.1)
Para el nodo c:

Analizamos el nodo ¢ antes que al nodo b porque, al igual que el
nodo a, también tiene una fuente de voltaje entre siy el nodo de re-
ferencia, por lo tanto, no es necesario realizar ningun célculo, sélo
expresar el voltaje de la forma correcta. Lo que se debe observar es
que la terminal positiva de la fuente de voltaje estd conectada en
el nodo ¢, por lo tanto, el voltaje se expresa como positivo respecto
del nodo de referencia (+Vy) y, ademas, como la magnitud del vol-
taje es positiva (+5.25 V) esto ocasiona que al final el voltaje sea

positivo. Este valor queda expresado directamente en la ecuacion
(5.2).

UC = +VB
ve = +(4+5.25V)
v, = 5.25V (5.2)

Si una fuente de voltaje estd conectada entre un nodo y el nodo de referencia,
entonces el valor de esa fuente serd directamente el valor del voltaje del nodo,
solo se debe calcular correctamente la polaridad del voltaje.
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Para el nodo b:

Para calcular el voltaje de este nodo serd necesario calcular las co-
rrientes simbdlicas I3, I, e I3, representadas en la Figura 5.3, y apli-
car la ley de corrientes de Kirchhoff, tal como queda expresado en

la ecuacién (5.3).
Z I entran — Z Isalen

L=0L+]I3 (5.3)

Ahora, para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.3, se define la diferencia de voltaje entre ambos nodos y
se divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal como
queda expresado en las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6).

va_vb
=%
1 (5.4)
Ub—OV VUp
L=—%""%
2 2 (5.5)
b — VUc
Iy = ———
3 R3 (5.6)

Se sustituyen las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6) en la ecuacién
(5.3) resultando la ecuacién (5.7).

Va—Vbp Vp Vp—TVc
R1 a Rz R3 (5.7)

De la ecuacién (5.7) se despeja v, separamos cada voltaje en-
tre su respectivo denominador y resulta.

Va Vp Vb Vp V¢

R, R, R, Rs; Rs

Sacamos de factor comun v, y lo colocamos en el primer
miembro de la ecuacién, al resto de los términos los pasamos al
segundo miembro.

+—4

(1 1 1) Vg Vg
Ri R Rz
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Se despeja v, para obtener la ecuacién (5.8) quedando.

Vg | Uc

R, "Ry
1.1 1

RTRTR; (5.8)

Vp =

Sustituimos los valores de las resistencias, los voltajes ya de-
finidos y resulta.

42V 525V
e
gaT3at1i5q
7A+3.5A
= 1.1666 01
10.5 A

T 1.1666 01
vy =8999V ~ 9V

Vp =

Up

Up

Célculo de las corrientes de malla a partir
de los voltajes de nodo

Con el anélisis de nodos lo que se obtienen son los voltajes en cada
nodo, mientras que con en el andlisis de mallas lo que se obtiene
son las corrientes de malla. Para poder comparar los resultados de
ambos anilisis, a partir de los voltajes de nodo se pueden calcular
las corrientes de malla o viceversa. Con las ecuaciones (5.4) y (5.6)
se pueden calcular las corrientes de malla ya que, comparando las
corrientes del circuito en la Figura 5.3 con las corrientes del circui-
to en la Figura 4.2, observamos que para este ejercicio la corriente
I; del andlisis con mallas es igual a la corriente I; del andlisis con
nodos, esto queda expresado en la ecuacion (5.9).

Va — Vp
Ilmalla - Ilnodo - Ry (5.9)

De igual manera, en este ejercicio la corriente I, del andlisis
con mallas es igual a la corriente I5 del andlisis con nodos, esto que-
da expresado en la ecuacién (5.10).

Vp — V¢
Izmalla - Ignodo - R
3 (5.10)

Por lo tanto, calculamos los valores de las ecuaciones (5.9) y
(5.10) y los comparamos con las corrientes que ya se tienen del
mismo problema, pero resuelto con el anélisis de mallas en el capi-
tulo anterior.
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Vs

V,=80V I,

Vg—Vp 42V-9V

Ilmalla = Rl = 60 =55A
| _vb—vc_9V—5.25V_25A
2malla — R3 - 150 - e

Ambas corrientes coinciden exactamente con los valores calcu-
lados con el andlisis de mallas, por lo tanto, ambos tipos de anélisis se
pueden llevar a cabo para calcular corrientes o voltajes en el circuito.

Ejemplo 5-2. Calcular los voltajes de nodo de circuito de la Figura 5.4.
R =5Q Ry=6Q Ry=16Q

WW——WW——WW

80V Vey=28V

+
- R2 10 Q2 R4 4Q

-

Figura 5.4. Circuito para aplicar el analisis con nodos.
Respuesta.

En el primer paso identificamos los nodos, los nombramos y al
mismo tiempo asignamos las direcciones de las corrientes para
cada rama. En la Figura 5.4 se observa que son cinco nodos (n =
5) los cuales se nombraran nodo 0, nodo a, nodo b, nodo ¢, nodo
d, y para cada uno de ellos quedara definido un voltaje (v,, v}, v, y
v,;) respecto del nodo 0. Observar que al igual que en el problema
anterior, dos de los voltajes ya estan definidos por las fuentes de
voltaje (v, y v,) y solo restaria calcular los voltajes de los nodos
restantes (v, y v,).

Enla Figura 5.5 se muestra cémo quedarian los nodos, el nodo
de referencia y las direcciones de las corrientes. En este problema
se utiliza también la terminal de tierra como el nodo de referen-
cia, observemos que, ademds de ser el nodo que tiene conectadas
la mayor cantidad de ramas, tiene conectadas también a las dos
fuentes de voltaje, sélo que ahora una con la terminal negativa (V)
conectada a la referencia y la otra fuente con la terminal positiva
(Vp) ala referencia.

R =50

0=
Figura 5.5. Identificacién de los nodos y asignacién de las direcciones de las
corrientes en cada rama del circuito.
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En el segundo paso, se construye una ecuacién para cada uno
de los nodos del circuito.

Para el nodo a:

El nodo a ya tiene definido un voltaje porque existe una fuente de
voltaje entre éste y el nodo de referencia. Para representarlo co-
rrectamente se debe observar que la terminal positiva de la fuente
de voltaje estd conectada en el nodo a, por lo tanto, el voltaje se
expresa como positivo respecto del nodo de referencia (+V,) y ade-
mas la magnitud del voltaje de la fuente también es positiva (+80
V), resultando al final en un voltaje positivo. Este valor queda ex-
presado directamente en la ecuacién (5.11) como se indica.

va = +VA
Vg = +(+80V)
Vg = 80V (5.11)

Para el nodo d:

Analizamos el nodo d porque, al igual que el nodo g, también tiene
una fuente de voltaje entre si y el nodo de referencia, por lo tanto,
no es necesario realizar ningin calculo, sélo expresar el voltaje de
la forma correcta. Lo que se debe observar es que la terminal nega-
tiva de la fuente de voltaje estd conectada en el nodo d, entonces,
el voltaje se expresa como negativo respecto del nodo de referencia
(- Vi) y ademds como la magnitud del voltaje es positiva (+2.8 V)
esto ocasiona que al final el voltaje sea negativo. Este valor queda
expresado directamente en la ecuacién (5.12).

Vg = —VB
vg = —(4+2.8V)
vy =28V (5.12)

Para el nodo b:

Para calcular el voltaje de este nodo sera necesario calcular las co-
rrientes simbdlicas I, I, e I; representadas en la Figura 5.5 y aplicar
la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo tal como queda expre-
sado en la ecuacién (5.13).

Z Ientran = z Isalen

L=0L+]13 (5.13)

Ahora para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.5, se define la diferencia de voltaje entre ambos nodos y
se divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal como
queda expresado en las ecuaciones (5.14), (5.15) y (5.16).
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Vg — Vp

h= Ry (5.14)
v, —0V vy
k=R TR, (5.15)
_Up— V¢
ls= R3 (5.16)

Se sustituyen las ecuaciones (5.14), (5.15) y (5.16) en la ecua-
cién (5.13) resultando la ecuacién (5.17).
Va—Vp Vp Vp—TVc
R R, R3 (5.17)
Sustituimos los valores de las resistencias y de los voltajes de

la Figura 5.5 en la ecuacién (5.17) para obtener una ecuacién con
dos incégnitas (v, y v,), resultando en la ecuacién (5.18).

80V—vb_ vp +vb—vc
50 10Q 6Q (5.18)

Para facilitar los calculos, se omiten las unidades y en la ecua-
cién (5.18) reacomodamos las variables en el primer miembro.
Para facilitar la simplificacién de la expresion, se multiplicardn am-
bos miembros de la ecuacién por el minimo comun multiplo de 5,
10y 6, que en este caso es 30.

80—vb_vb vb—vC]
[ 5 10 6 (30)

Multiplicamos termino a término, simplificamos y reacomo-
damos para que resulte la ecuacion (5.19).

(6)(80 — vp) = 3y + (5)(vp — V)
480 — 6vp = 3vp + 5vp — 51,
—14vy + 5v, = —480 (5.19)

Para el nodo c:

Para calcular el voltaje de este nodo sera necesario volver a utilizar
la corriente I; definida en la ecuacién (5.16), y calcular las corrien-
tes simbolicas I, e Is, representadas en la Figura 5.5 para aplicar la
ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo tal como queda expresado
en la ecuacién (5.20).

Z Ientran = Z Isalen

13 = 14 + 15 (5.20)
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Ahora, para calcular las corrientes restantes en cada rama, a
partir de la Figura 5.5, se define la diferencia de voltaje entre am-
bos nodos y se divide entre la resistencia que se encuentra en la
rama, tal como queda expresado en las ecuaciones (5.16), (5.21) y
(5.22).

I—UC_OV—UC
*“ R, R, (5.21)
Ve — Vg

Ic =
> Rs (5.22)
Se sustituyen las ecuaciones (5.16), (5.21) y (5.22) en la ecua-
cién (5.20) resultando la ecuacién (5.23).

Vp—Ve Ve V= Vd

= 5.23
R3 Ry Rs ©-29

Sustituimos los valores de las resistencias y de los voltajes de

la Figura 5.5 en la ecuacién (5.23) para obtener la segunda ecua-
cién con dos incégnitas (v, y v,), resultando en la ecuacién (5.24).

vp—v v v —(—28V)

6 Q _4Q+ 16 Q

Vp =V Ve v+ 28V
60 40 16 Q (5.24)

Para facilitar los calculos, se omiten las unidades y en la ecua-
cién reacomodamos las variables en el primer miembro. Para facili-
tar la simplificacién de la expresién, se multiplicara por el minimo
comun multiplo de 6, 4 y 16, que en este caso es 48.

Vp—Vc Ve VUc+2.8

6 4 16 (48)

Multiplicamos término a término y reacomodamos para que
resulte la ecuacién (5.25).

@) (wp —ve) = 12)v. + 3) (v + 2.8)
8vp — 8v. = 12v. + 3v, + 8.4
8vp — 23v, =84 (5.25)
El tercer paso consiste en agrupar las ecuaciones (5.19) y

(5.25) para formar un sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas, resolverlas y obtener los voltajes de los nodos.
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—14vp +5v, = —480) Ec(])

Dos ecuaciones

8vb —2317,_- = 8.4 EC(II) con dos incégnitas

Utilizamos la regla de Cramer para resolver el sistema.

Det(4) = [3* .| = [(-18)(=23)] - [(5)(8)] = 322 40

Det(A) = 282
_ :_io _23| _ [(-480)(-23)] — [(5)(8.4)] 11040 — 42
b= " pet(d) 282 ~ T 282
10,098
Vp = 282 =39V
§4 :_ 20 [(=14)(8.4)] — [(—480)(8)] —117.6 — (—3840)
Ve= T het@) 282 - 282
3,722.4
Ve = 82 132V

Una manera ripida para resolver el sistema de dos ecuaciones
con dos incdégnitas del problema es utilizando la app System of Linear
Equations Solver. A partir de la E.(I) y de la E(II), de este problema,
se sustituyen en la app y se obtienen los resultados para los voltajes.

—14vp, +5v, = —480) Ec(D)

Dos ecuaciones

817b —23'Uc = 84 EC(II) con dos incégnitas

En la Figura 5.6 se muestra la aplicacién con los datos de las
ecuaciones y los resultados de los voltajes v, y v, solo que con nom-
bres de variables distintos. En la aplicacién los nombres de las va-
riables son x, y, z y t, pero eso no es ningln inconveniente ya que el
resultado es lo importante.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS CON NODOS

247



248

&  System of Linear Equations Solver Vp = 39V

total
: ! . v,=132V
-14 5 -480
8 -23 8.4
z=39.0

¥ = 13.200000000000001

z=239.0
¥ = 13.200000000000001

Figura 5.6. App System Linear Equations Solver para un Sistema de dos ecuacio-
nes con dos incégnitas.

Ejemplo 5-3. Calcular los voltajes de nodo corrientes del circuito
de la Figura 5.7.

1Q

AW

20 3Q

10V 3V 12V

40

Figura 5.7. Circuito con tres fuentes de voltaje para cdlculo de voltajes de nodo.
Respuesta.

En el circuito se aprecia la presencia de cinco nodos (n = 5) los cua-
les se nombrardn nodo 0, nodo a, nodo b, nodo ¢, nodo d, y para
ellos quedaran definidos cuatro voltajes (v,, v;, v,y v,4) respecto del
nodo 0. Observar que al igual que en los problemas anteriores dos
de los voltajes, en este caso el de 10 Vy el de 12V, ya estan defini-
dos por las fuentes de voltaje al estar conectados directamente en
la terminal de tierra, pero existe una tercera fuente de 3 V que no
estd conectada directamente a tierra. Esta fuente de voltaje de 3 V
se encuentra conectada en serie con una resistencia de 4 Qy en una
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rama que estd compartida entre dos mallas. Para el andlisis con
nodos, resulta conveniente que todas las fuentes de voltaje estén
conectadas a la terminal de tierra, por lo tanto, en este ejemplo ve-
remos cémo poder conseguir esto para la tercera fuente de alimen-
tacién. La fuente de 3 V y la resistencia de 4 Q, al estar conectadas
en una misma rama, se pueden intercambiar y no afectan al com-
portamiento eléctrico del circuito. De esta manera, las tres fuentes
de voltaje estarian conectadas en la terminal de tierray, asi, tres de
los cuatro voltajes que se necesitan calcular ya estaran definidos.
En la Figura 5.8 se muestra cémo queda el circuito al inter-
cambiar la fuente de voltaje y la resistencia para que la fuente de
voltaje quede conectada directamente a la terminal de tierra.

1Q

MW

2Q 3Q

10V / 40 12V

Figura 5.8. Intercambio de posicién entre la fuente de voltaje y resistencia en una
misma rama.

Una vez realizado este intercambio entre dos de los compo-
nentes de una misma rama, comenzamos con el andlisis del circui-
to, aplicando los pasos para calcular los voltajes en los nodos.

Primero identificamos y nombramos los nodos y, al mismo
tiempo, asignamos las direcciones de las corrientes para cada rama
del circuito. En la Figura 5.9 se aprecia cémo quedan definidos los
nodos y las direcciones de las corrientes.
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0=

Figura 5.9. Identificacién y nombramiento de los nodos, asi como la direccién de
las corrientes en el circuito.

En el segundo paso calculamos las ecuaciones para cada nodo
y, en algunos casos, directamente el voltaje de cada nodo.

Para el nodo a:

El nodo a ya tiene definido un voltaje porque existe una fuente de
voltaje entre éste y el nodo de referencia. Por lo tanto, no es nece-
sario realizar ningin célculo, sélo se debe expresar el voltaje que
se encuentra entre el nodo a y el nodo de referencia de forma co-
rrecta. Para representarlo correctamente se debe observar que la
terminal positiva de la fuente de voltaje estd conectada en el nodo
a, por lo tanto, el voltaje se expresa como positivo respecto del
nodo de referencia y, ademads, la magnitud del voltaje de la fuente
también es positiva, por lo tanto, resulta en un voltaje positivo de
+(+10 V). Este valor queda expresado directamente en la ecuacién
(5.26), como se indica:

Vg = +(+10V)
v =10V (5.26)
Para el nodo b:
En el nodo b ocurre exactamente lo mismo que con el nodo 4, ya
tiene definido un voltaje entre si y el nodo de referencia. Por lo

tanto, este valor queda expresado directamente en la ecuacién
(5.27) como se indica.

vp=+(H3V)

vp =3V (5.27)
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Para el nodo c:

En el nodo ¢ ocurre lo mismo que con el nodo ay b, ya tiene defi-
nido un voltaje, por lo tanto, este valor queda expresado directa-
mente en la ecuacién (5.28) como se indica.

ve = +(+12V)
ve =12V (5.28)
Para el nodo d:

Para calcular el voltaje de este nodo es necesario calcular las co-
rrientes simbdlicas I,, I e I, representadas en la Figura 5.9 y apli-
car la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo d, tal como queda
expresado en la ecuacién (5.29).

z lentran = Z Isalen

I =13+ 14 (5.29)

Ahora, para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.9 se define la diferencia de voltaje entre ambos nodos y se
divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal como
queda expresado en las ecuaciones (5.30), (5.31) y (5.32).

Para la corriente I, se tiene:

Va — Vd
I 2=
20
Sustituimos el valor de v, y resulta:
10V — Vd
I = ————
20 (5.30)
Para la corriente I; se tiene:
Vg — VU
Jy = DL e
30
Sustituimos el valor de v, y resulta:
Vg — 12V
3= "5~
3Q (5.31)
Para la corriente I, se tiene:
Va — Up
Iy = ———
4Q

Sustituimos el valor de v, y resulta:

Vgq — 3V
Iy = ———
40 (5.32)
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Se sustituyen las ecuaciones (5.30), (5.31) y (5.32) en la ecua-
cién (5.29) pero, por facilidad en lo calculos, se omiten las unida-
des, resultando en la ecuacién (5.33).

10—1Jd_17d—12 Ud—3

2 3 4 (5.33)

Observamos que nos resulta una ecuacién con una sola in-
cOgnita, en este caso “v,’, en la que despejarla es sencillo ya que
se multiplican ambos lados de la ecuacién (5.33) por el minimo
comun multiplo de 2, 3 y 4, que en este caso es 12. Se simplifica la
expresién y nos resulta la ecuacién (5.34).

10—Ud:17d—12+17d—3]
2 3 4 |

(6)(10 —vg) = (4)(vqg —12) + (3)(vg — 3)
60 — 6vy = 4vg — 48 + 3vy — 9

(12)

—13v; = —-117
-117
Ve =3
vg =9V (5.34)

De esta manera, y de una forma répida y sencilla, se calculan
los cuatro voltajes de los nodos. Ya con los voltajes definidos para
todos los nodos, es posible calcular cualquier valor de corriente,
voltaje o potencia en cualquier componente del circuito de la Fi-
gura 5.9.

Nétese también que, a pesar de que en el circuito se tienen
cinco nodos (n = 5), y se esperaria haber tenido un sistema de 4
ecuaciones con 4 incégnitas, s6lo se tuvo que resolver una sola
ecuacién con una incégnita, por tener 3 fuentes de voltaje conecta-
das directamente al nodo de referencia.

Este mismo problema se resolvi6 en el capitulo anterior uti-
lizando el analisis con mallas, lo cual resulté un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas.
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Ejemplo 5-4. Calcular los voltajes de nodo en el circuito de la Fi-
gura 5.10.

2Q 6Q

Figura 5.10. Circuito de 7 nodos con fuentes de voltaje.
Respuesta.

En el circuito se tienen 7 nodos (n = 7), pero, ya que las resistencias
de 5 Q y 2 Q se encuentran conectadas en serie en la misma rama,
se pueden sumar para dejar una sola resistencia equivalente de 7 Q.
Con esto se consigue disminuir un nodo y de esta manera simplificar
los calculos.

Como primer paso se representaran 6 nodos (n = 6), los cuales
se nombrarin nodo 0, nodo a, nodo b, nodo ¢, nodo d, nodo e y para
los cuales quedan definidos cinco voltajes (v,, v, v,, vy v,) respecto
delnodo 0. En la Figura 5.11 se muestran cémo quedan propuestos
los nodos, el nodo de referencia y las direcciones de las corrientes.

Al igual que ocurrié en los problemas anteriores ya estan defi-
nidos tres de los 5 voltajes por tener fuentes de voltaje conectadas al
nodo de referencia, en este casolade 7V,lade 5V, yunade 14 V (que
resulta de la suma de la fuente de 9 Vy de la fuente de 5 V).
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Figura 5.11. Propuesta de 6 nodos y direcciones de corrientes para el circuito.

En el segundo paso calculamos las ecuaciones para cada nodo
y en algunos casos directamente el voltaje para cada nodo. Comen-
zamos con los nodos que ya tienen definido un voltaje por tener
una fuente desde el nodo hasta el nodo de referencia.

Paraelnodoa:

El nodo a ya tiene definido un voltaje porque existe una fuente de
voltaje entre éste y el nodo de referencia. Para representarlo co-
rrectamente se debe observar que la terminal positiva de la fuente
de voltaje estd conectada en el nodo a, por lo tanto, el voltaje se
expresa como positivo respecto del nodo de referencia y ademads la
magnitud del voltaje de la fuente también es positiva, por lo tanto,
resulta en un voltaje positivo de +(+7 V). Este valor queda expresa-
do directamente en la ecuacién (5.35) como se indica.

Vg = +(+7V)
vag=7V (5.35)

Para el nodo c:

El nodo ¢ ya tiene definido un voltaje porque existe una fuente de
voltaje entre éste y el nodo de referencia. Este valor queda expresa-
do directamente en la ecuacién (5.36), como se indica:

ve = +(+5V)
ve=5V (5.36)
Para el nodo e:

El nodo e también ya tiene definido un voltaje porque existen dos
fuentes de voltaje conectadas en serie desde éste hasta el nodo de
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referencia. Para calcular este voltaje, primero representamos el
voltaje de la fuente de 9 V tal como se indica en la ecuaciéon (5.37).

Ve =9V (5.37)

Elvalor del voltaje del nodo hasta el nodo de referencia queda
expresado como se indica en la ecuacién (5.38).

Ve = vec + vc (538)

Sustituimos los valores de los voltajes y resulta la ecuacién
(5.39) con el voltaje del nodo e.

Ve=9V4+5V
ve =14V (5.39)
Continuamos con el clculo del resto de los voltajes de los nodos.
Para el nodo b:

Para calcular el voltaje de este nodo es necesario calcular las co-
rrientes simbdlicas I, I,, I3 e I5 representadas en la Figura 5.11y
aplicar laley de corrientes de Kirchhoff en el nodo b tal como queda
expresado en la ecuacion (5.40).

Z lentran = Z Isalen

L+Is=5L+]1; (5.40)

Ahora, para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.11 se define la diferencia de voltaje entre cada par de no-
dos y se divide entre la resistencia que se encuentra en la rama,
tal como queda expresado en las ecuaciones (5.41), (5.42), (5.43)
y (5.44).

Para la corriente I se tiene:
Va — Up
I 1=
30

Sustituimos el valor de v, y resulta:

7V — Up
h=—35
(5.41)
Para la corriente I se tiene:
I = Va — VUp
T 74 (5.42)
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Para la corriente I, se tiene:
Vp — ov
I = ——
10Q
Ub

[, = ——
27100 (5.43)

Para la corriente I; se tiene:

I = Up — V¢
Y
Sustituimos el valor de v, y resulta:
VUp — 5V
I3 = ——
4Q (5.44)

Se sustituyen las ecuaciones (5.41), (5.42), (5.43) y (5.44) en
la ecuacién (5.40) para obtener la ecuacién (5.45).

7V—vb+vd—vb_ Vb +vb—5V
30 70 100 40 (5.45)

Para simplificar los calculos se omiten las unidades y se mul-
tiplican ambos lados de la ecuacién por el minimo comun multiplo
de 3, 7, 10 y 4 resultando en este caso 420. Al hacer la simplifica-
cién de los calculos resulta la ecuaciéon (5.46).

7—1.7b vd—vb_vb vb—S

3 T 7 "1t a
(140)(7 — vp) + (60)(vg — vp) = (42)(vp) + (105)(vp — 5)
980 — 140vp + 60v4 — 60vy, = 42v, + 105v, — 525

(420)

—347vp + 60vy = —1,505 (5.46)

Para el nodo d:
Para calcular el voltaje de este nodo es necesario calcular las co-
rrientes simbdlicas I, Is, e I, representadas en la Figura 5.11, y

aplicar la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo d, tal como que-
da expresado en la ecuacién (5.47).

z Ientran = z Isalen

Ahora, para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.11 se define la diferencia de voltaje entre cada par de no-

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



dos y se divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal
como queda expresado en las ecuaciones (5.48), (5.42) y (5.49).
Para la corriente I, se tiene:
Va — Vd
Iy = ————
7 Q)

Sustituimos el valor de v, y resulta:

7V — Va
4 —_— —
70 (5.48)
Para la corriente I, se tiene:
Vd — Ve
lg = ————
6 Q
Sustituimos el valor de v, y resulta:
_ Vg — 14V
YY) (5.49)

Se sustituyen las ecuaciones (5.48), (5.42) y (5.49) en la ecua-
cién (5.47) para obtener la ecuacién (5.50).

7V—vd_vd—vb vd—14V
70  7Q 6 0 (5.50)

Para simplificar los calculos se omiten las unidades y se mul-
tiplican ambos lados de la ecuacién por el minimo comin multiplo
de 7y 6 resultando en este caso 42. Al hacer la simplificacién de los
calculos resulta la ecuacién (5.51).

7—17d Va — Up Ud—14
= 42
7 7 6 (42)

(6)(7 —va) = (6)(va — vp) + (7)(vqg — 14)
42 — 6Ud = 6Ud - 6Ub + 7Ud — 98
6vp — 19v4 = —140 (5.51)

El tercer paso consiste en agrupar las ecuaciones (5.46) y
(5.51) para formar un sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas, resolverlas y obtener los voltajes de los nodos restantes.

—347vp +60vq = —1,505 Ec(D) Dos ecuaciones
6vpy —19vq = —140 EC(II) con dos incégnitas
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Utilizamos la regla de Cramer para resolver el sistema.

Det(4) = | 7347 ©0 | = [(=347)(=19)] - [(60)(6)] = 6,593 — 360
Det(A) = 6,233
1,505 60
| 2140 —19l [(=1,505)(~=19)] - [(60)(~140)] _ 28,595 + 8,400
b= pet(d) 6,233 T 6233
_369% _ _
Yb="6233 >
_347 —1,505
| s iao | [(=347)(-140)] - [(~1,505)(6)] _ 48,580 + 9,030
Va = Det(A) = 6.233 =T 6233
57610 _
4= 76233

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
utilizando la app System of Linear Equations Solver. A partir de la
Ec(I) y de la Ec(II) de este problema, se sustituyen en la app y se
obtienen los resultados para los voltajes.

_347Vb +6017d - _1’505 EC(I) Dos ecuaciones
6vy —19vy = -—140 Ec(Il) con dos incdgnitas

En la Figura 5.12 se muestra la aplicacién con los datos de
las ecuaciones y los resultados de los voltajes v, y v,, sélo que con
nombres de variables distintos.

vy =539

Y = vy =9.24V

-347 60 -1505
6 19 -140

36995
T 6233
57610
6233

y=

x = 5.935344136050056
¥ = 9.242740253480492

Figura 5.12. App System Linear Equations Solver para un Sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas.
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NODOS CON FUENTES DE CORRIENTE

Ejemplo 5-5. Calcular los voltajes de nodo en el circuito de la Fi-
gura 5.13.

R =60Q R,=150Q

Figura 5.13. Circuito de cuatro nodos con fuentes de corriente.
Respuesta.

Como primer paso se identifican los nodos, en este caso 4 nodos
(n = 4), los cuales se nombraran nodo 0, nodo a, nodo b, nodo ¢, y
para los cuales quedan definidos tres voltajes (v,, v, y v.) respecto
delnodo 0. En la Figura 5.14 se muestran cémo quedan propuestos
los nodos, el nodo de referencia y las direcciones de las corrientes.

Ry,=15Q

R=6Q

b

0=
Figura 5.14. Identificacién de los nodos y las direcciones de las corrientes en cada
rama del circuito.

En el segundo paso, se construye una ecuacién para cada uno
de los nodos del circuito.

Para el nodo a:
Para calcular el voltaje de este nodo es necesario calcular la corrien-

te simbdlica I, representada en la Figura 5.14, y aplicar la ley de
corrientes de Kirchhoff en el nodo, tal como queda expresado en

la ecuacién (5.52).
Z Ientran = z Isalen

I =1 (5.52)
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Ahora, para calcular la corriente en la rama, a partir de la Fi-
gura 5.14 se define la diferencia de voltaje entre ambos nodos y se
divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal como
queda expresado en la ecuacién (5.53).

Va — VUp
L==—"
1 R1
I_va_vb
177 60q (5.53)

Sustituimos el valor de la corriente I, de la Figura 5.14 y la
ecuacién (5.53) en la ecuacién (5.52) resultando la ecuacién (5.54).

Va — Vp

2A="2"2
60 (5.54)

Reacomodamos la ecuacién anterior y omitimos las unidades
para facilitar los calculos quedando la ecuacién (5.55).

Vg —vp =12 (5.55)

Para el nodo b:

Para calcular el voltaje de este nodo es necesario utilizar las co-
rrientes simbolicas I, I,, e I3 representadas en la Figura 5.14, y
aplicar la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo b, tal como que-
da expresado en la ecuacién (5.56).

Z Ientran = Z Isalen

11 = 12 + 13 (5.56)

Ahora, para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.14 se define la diferencia de voltaje entre cada par de no-
dos y se divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal
como queda expresado en las ecuaciones (5.53), (5.57) y (5.58).

Para la corriente I, se tiene:
I Vp — ov
2 — RZ

I, =22
2730 (5.57)
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Para la corriente I; se tiene:

Up — V¢
Iy = 2=
3 R3
I vb - vc
3 —_— ——
1.5 0Q (5.58)

Se sustituyen las ecuaciones (5.53), (5.57) y (5.58) en la ecua-
cién (5.56) para obtener la ecuacién (5.59).

Va—Vp Vp Vp— V¢

6 QO _3Q+ 1.5Q (5.59)

Para simplificar los calculos se omiten las unidades y se multi-
plican ambos lados de la ecuacién por 6. Al hacer la simplificacién
de los calculos resulta la ecuacién (5.60).

e e

(W —vp) = 2)(wp) + (D) (wp — v,)
Vg — Vp = 2vp + 4vp — 41,

—7vp+4v.,=0 (5.60)

Para el nodo c:
Para calcular el voltaje de este nodo es necesario calcular la corrien-
te simbdlica I3, representada en la Figura 5.14, y aplicar la ley de

corrientes de Kirchhoff en el nodo, tal como queda expresado en la
ecuacién (5.61).

I3 + IB =0 (5.61)

Sustituimos el valor de la corriente I de la Figura 5.14 y la
ecuacién (5.58) en la (5.61), resultando la ecuacién (5.62).

Y% i5a=0
150 (5.62)

Reacomodamos la ecuacién anterior y omitimos las unidades
para facilitar los célculos, quedando la ecuaciéon (5.63).

vp — V. =-7.5 (5.63)
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Como tercer paso, agrupamos las ecuaciones (5.55), (5.60) y
(5.63) para formar un sistema de tres ecuaciones con tres incég-
nitas, resolverlas y calcular los voltajes de los nodos en el circuito.

Vg —Vp = 12 EC(I)

v, —7vp +4v, = O Ec(ID)

vp —v, = =7.5 Ec(l)
Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.
1 -1 0
Det(A) =1 -7 4 |=I[(7)+(0)+(0)]-I[(0)+ 4+ (1]
0o 1 -1
Det(A) =2
12 -1 0
0 -7 4
s 4 4l 10+ 0+ B = [0) + (48) + (0)]
Ve = T Det) 2
_fe_ 33V
Vq = 7 =
1 12 0
1 0
o —75 4l 10+ + (0] - [(0) + (=30) + (—12)]
Ub T T  Det(4) 2
_A2 21V
vb—7—
1 -1 12
1 -7 0
o 1 Z7sl (29 + 02+ @1 - [0+ © + 7.5)]
YeT T Det(a) 2

57
Ve =7 =285V

Obtenemos los resultados resolviendo el sistema de tres ecua-
ciones con tres incdgnitas utilizando la app System of Linear Equa-
tions Solver que se muestra en la Figura 5.15.
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< System of Linear Equations Solver va = 3 3 V

b ¥ z total

1 a o 12 Vb=21v
e e e ]y =285V

0 1 1 1.5

r =330
y=21.0
z=285

Figura 5.15. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema de nodos con
fuentes de corriente.

Obsérvese que al resolver este ejercicio utilizando el analisis
con nodos result6 un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas,
mientras que con el andlisis de mallas, en el capitulo anterior, los
resultados se obtuvieron practicamente sin hacer ningtn calculo.

Ejemplo 5-6. Calcular los voltajes de nodo en el circuito de la Fi-
gura 5.16.

R =60 R,=15Q

—\VWW MW
V,=42V

5 e O

=

Figura 5.16. Circuito con fuente de voltaje y fuente de corriente.

Respuesta.

Como primer paso se identifican los nodos, en este caso 4 (n = 4),
los cuales se nombraran nodo 0, nodo a, nodo b, nodo ¢, y para los
que quedan definidos tres voltajes (v,, v, y v,) respecto del nodo 0.
En la Figura 5.17 se presenta una propuesta de cémo quedan defi-
nidos los nodos y las direcciones de las corrientes.

R=6Q , R=15Q

ANW—s
—_—
V,=42V _;1_’ I I,=4A
L| <R, =3Q

0=
Figura 5.17. Nodos y direcciones de corrientes para el circuito con fuente de
voltaje y fuente de corriente.
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Como segundo paso, calculamos las ecuaciones de los voltajes
de los nodos.

Nodo a:

Observamos que al igual que en los primeros ejercicios del capitulo
ya se tiene definido este voltaje por tener una fuente de voltaje en-
tre el nodo y el nodo de referencia. Este voltaje queda determinado
en la ecuacién (5.64). Sélo faltaria calcular los voltajes en los nodos
restantes.

Vg =42V (5.64)
Nodo b:

Para calcular el voltaje de este nodo es necesario utilizar las co-
rrientes simbdlicas I, I, e I; representadas en la Figura 5.17 y apli-
car la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo b, tal como queda
expresado en la ecuacién (5.56).

L=1+]I3 (5.65)

Ahora, para calcular la corriente en cada rama, a partir de la
Figura 5.14 se define la diferencia de voltaje entre cada par de no-
dos y se divide entre la resistencia que se encuentra en la rama, tal
como queda expresado en las ecuaciones (5.66), (5.67) y (5.69).

Para la corriente I se tiene:

Sustituimos los valores del circuito y resulta.

_4-2V—17b

I =
60 (5.66)

Para la corriente I, se tiene:
Vp — ov Up
2= —FH =4
R> Ry

Sustituimos el valor de la resistencia y resulta.

30 (5.67)

Para la corriente I; se tiene:
Up — V¢
I3 = —
R3
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Sustituimos el valor de la resistencia y resulta.
Up — Vc
I3 = ——
1.50Q (5.68)

Se sustituyen las ecuaciones (5.66), (5.67) y (5.68) en la ecua-
cién (5.65) para obtener la ecuacién (5.69).

42V—vb_ Vp VUp— V.

6Q 3Q 1.5Q (5.69)

Para simplificar los calculos se omiten las unidades y se multi-
plican ambos lados de la ecuacién por 6. Al hacer la simplificacién
de los calculos resulta la ecuacién (5.70).

R R [0
(42 —vp) = (2)(wp) + (D) (wp — )
42 — vy = 2vp + 4vp — 4,
—7vp + 4v, = —42 (5.70)
Para el nodo c:
Para calcular el voltaje de este nodo sélo se utiliza la corriente sim-

bélica I3, representada en la Figura 5.17, y aplicamos la ley de co-
rrientes de Kirchhoff en el nodo, tal como queda expresado en la

ecuacién (5.71).
z Ientran = z Isalen

I3 =1Ip (5.71)

Sustituimos el valor de la corriente simbdlica I; y de la co-
rriente I en la ecuacién (5.71), resultando la ecuacién (5.72).

vb - UC
=4A
1.5Q (5.72)

Reacomodamos la ecuacién anterior y omitimos las unidades
para facilitar los calculos quedando la ecuacién (5.73).

Vp— V=06 (5.73)
El tercer paso consiste en agrupar las ecuaciones (5.70) y

(5.73) para formar un sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas, resolverlas y obtener los voltajes de los nodos restantes.

_7vb +4vC = —42 EC(I) Dos ecuaciones

Vp -V, = 6 EC(II) con dos incégnitas
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Utilizamos la regla de Cramer para resolver el sistema.

pec(a) =7 X |=171-14

Det(A) =3
—42 4
6 il [(-4EDI-[WE)] 42— 24
Vb= Thet@) 3 =—
185
L T
-7 —42
1T T ene1-1caan —a2+ a2
Ve = = =
¢ Det(A) 3 3
= 0 =0V
Ve = § =

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
utilizando la app System of Linear Equations Solver. A partir de la
Ec(I) y de la Ec(II) de este problema, se sustituyen en la app y se
obtienen los resultados para los voltajes.

_7vb +4vC = —42 EC(I) Dos ecuaciones

vp Ve = 6 EC(”) con dos incégnitas

En la Figura 5.18 se muestra la aplicacién con los datos de las
ecuaciones y los resultados de los voltajes v, y v..

€ System of Linear Equations Solver v p = 6 V

X y total
7 4 -42 ve=0V
A -1 6

=06

Figura 5.18. App System Linear Equations Solver para un Sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas.
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Ejemplo 5-7. Calcular los voltajes de nodo que se presentan en el
circuito de la Figura 5.19.

(2
\/

4Q

AWW
10A

20 60 M

-

Figura 5.19. Circuito con tres nodos y dos fuentes de corriente.

Respuesta.

Como primer paso se identifican los nodos, en este caso 3 (n = 3),
los cuales se nombrardn nodo 0, nodo a y nodo b, para los que que-
dan definidos dos voltajes (v, y v;,) respecto del nodo 0. En la Figura
5.20 se presenta una propuesta de cémo quedan definidos los no-
dos y las direcciones de las corrientes.

(VA
N

—F 10 A

it

00—

Figura 5.20. Nodos y direcciones de corrientes en el circuito.

En el segundo paso, calculamos las corrientes simbdlicas y las
ecuaciones de los voltajes de los nodos.
La corriente I, es:

I _ va - O V _ va

1=750 20 (5.74)
La corriente I, es:
Va — Vb

I, =
2 40 (5.75)
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La corriente I; es:

I_Ub—OV_Ub
37760 60 (5.76)

Calculamos las ecuaciones de los voltajes de los nodos.
Nodo a:

Aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo a y resulta
la ecuacién (5.77).

5A=L+1, (5.77)

Sustituimos las ecuaciones (5.74) y (5.75), simplificamos y
obtenemos la ecuacién (5.78).

Va Vg —Vp
5A=—
2Q+ 40

Para los calculos en la ecuacién eliminamos las unidades,
aplicamos la propiedad simétrica y multiplicamos ambos lados
de la ecuacién por el minimo comdn multiplo de 2 y 4 para ob-
tener la ecuacién (5.78).

Vg Vg —Vp
—+——-2=5|4
S | @
2Vq + v —vp = 20
3vg —vp =20 (5.78)

Nodo b:

Aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo b y resulta

la ecuacién (5.79).
Z Ientran = z Isalen

100A+ L, =5A+13 (5.79)

Sustituimos las ecuaciones (5.75) y (5.76), simplificamos y
obtenemos la ecuacién (5.80).

B sA+-2

10A
O+4Q 6 ()

Para los calculos, eliminamos las unidades y multiplicamos
ambos lados de la ecuacién por el minimo comtn multiplo de 4y 6
para obtener la ecuacién (5.78).
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Vg — Vp

[10 + =5+ v—6”] (12)

120 + (3)(vg — vp) = 60 + 2vy
120 + 3v, — 3vp = 60 + 2vy
3vg — 51V = —60 (5.80)
En el tercer paso agrupamos las ecuaciones (5.78) y (5.80)

para formar un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas; re-
solverlas y obtener los voltajes de los nodos.

31711 —Vp = 20 Ec (I) Dos ecuaciones

v, — va - —60 EC(II) con dos incégnitas

El sistema se puede resolver con facilidad utilizando el méto-
do de suma o resta.
Multiplicamos la Ec (II) por un factor de (-1) y resulta.

[3ve —5vp, = —60](-=1) Ec(D)*
—3v, +5v, = 60 Ec(ID)*
Sumamos la ecuacién que resulta con la Ec () y queda.
3, — v, = 20 Ec()
—3w; +5v, = 60 Ec(ll)’

v, = 80
De la ecuacién resultante despejamos el voltaje v,,.
. 80
b = —
4
v, = 20 V|

Sustituimos el valor de v, en la Ec (I) o en la Ec (II) para des-
pués despejar el valor de v,; en este caso, lo hacemos para la Ec (I)
obteniendo.

3va—vp =20
3v, — (20) = 20

3vq = 40
40
‘Ua = ?
v, = 13.33V]|
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Reescribimos el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
para resolverlo ahora utilizando la regla de Cramer.

Wa —vp = 20 ke (I) Dos ecuaciones
3v, _va = —60 EC(II) con dos incégnitas

petr(4) = [} _1| = [3)(=5)] - [(-D()]

Det(A) = —12

20 -1
_ |_60 _5| _ [QO)(=5)] - [(-1)(-60)] _ —100 — 60

Va = Det(4) —-12 —12
—-160
Va = _—12 = 1333V
3 20
b ool (3601 - @03 —180 60
Vp = = =
Det(A) —-12 —-12
—240
vp = _—12 =20V

Se resuelve el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
utilizando la app System of Linear Equations Solver. A partir de la
Ec (I) y de la Ec (II) de este problema, se sustituyen en la app y se
obtienen los resultados para los voltajes.

3va Vb = 20 EC(I) Dos ecuaciones
3va _va = —60 EC(II) con dos incégnitas

En la Figura 5.21 se muestra la aplicacién con los datos de las
ecuaciones y los resultados de los voltajes v, y v,,.

va = 1333V

X y total

3 -1 20 Vp = 20V

r = 13.333333333333334

y =200

Figura 5.21. App System Linear Equations Solver para un Sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas.
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FUENTE DE VOLTAJE Y SUPERNODO

Se dice que tenemos un Supernodo cuando en el circuito esta pre-
sente una fuente de voltaje que no esta conectada directamente al
nodo de referencia. Si ese es el caso, entonces esta fuente de voltaje
producird dos ecuaciones, una con el valor del voltaje de la fuente
y los nodos a los que esta conectada, y otra ecuacién aplicando la
ley de corrientes de Kirchhoff para todas las corrientes que en-
tran y salen del Supernodo.

No se tratard de un Supernodo cuando la fuente de voltaje
esté conectada a otra u otras fuentes de voltaje que si estén conec-
tadas directamente al nodo de referencia. Normalmente la fuente
de voltaje de un Supernodo estara conectada en sus extremos tni-
camente a elementos pasivos (resistencias, inductores o capacito-
res) o fuentes de corriente.

Existe un Supernodo si una fuente de voltaje se encuentra conectada entre
dos nodos y ninguno de ellos sea el nodo de referencia u otra fuente de voltaje
conectada al nodo de referencia.

Un Supernodo define el voltaje entre los dos nodos en los que
se encuentra conectado. Esta condicién de voltaje determinard una
ecuacién que se debe incluir al momento de resolver las ecuacio-
nes del sistema en el circuito. La forma de definir esta condicién
de voltaje es igualando el voltaje de la fuente con la diferencia de
voltaje expresada en el nodo de la terminal positiva (v,,) y el nodo
de la terminal negativa(v, ) de la fuente, tal como se indica en la
ecuacién (5.81).

Un+ — Un— = Voltaje de la fuente (5.81)
De igual manera, en un Supernodo se debera aplicar la ley de
corrientes de Kirchhoff a todas las corrientes que entran y salen de

él, para poder construir otra ecuacién que se incluird en las ecua-
ciones del sistema, tal como se indica en la (5.82).

Z I entran en Suepernodo = z I salen en Supernodo (5.82)

En la Tabla 5.1 se presentan 5 ejemplos para identificar si se
trata o no de un Supernodo y la forma de obtener las dos ecuacio-
nes asociadas para cada uno de ellos.
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Tabla 5.1. Ejemplos de cémo identificar un Supernodo y cémo obtener las

ecuaciones asociadas

Supernodo
Vi

©

Es un Supernodo porque ambos nodos estan co-
nectados inicamente a elementos pasivos y ningu-
no de ellos es el nodo de referencia.

Condicién de voltaje:

Va_thvA

Ley de corrientes de Kirchhoff en el Supernodo:

Elentran = Elsalen

0=Il+I2+13

Es un Supernodo porque el nodo a estd conectado
a una resistencia y el nodo b a una resistencia y
una fuente de corriente. Ninguno de los nodos es
el nodo de referencia.

Condicién de voltaje:

Vb_Vasz

Ley de corrientes de Kirchhoff en el Supernodo:

zlentran = Elsalen

IA=Il+I2

No es un Supernodo porque el nodo b esta conec-
tado a una fuente de voltaje (V) y ésta, a su vez,
estd conectada directamente al nodo de referencia.
Nota: En este problema, resultaria mejor inter-
cambiar el nodo de referencia y el nodo, de esta
manera ya se conocerian dos de los tres voltajes
que se buscan.

Es un Supernodo porque el nodo d estd conecta-
do a dos resistencias y el nodo b a una resistencia.
Ninguno de los nodos es el nodo de referencia.
Condicién de voltaje:

Vd—Vb=3V

Ley de corrientes de Kirchhoff en el Supernodo:

zlentran = lealen
Iz = 13 + I4

Nota: En este problema, se pueden intercambiar
la fuente de 3 V con la resistencia de 4 Q y de esta
manera evitar la presencia del Supernodo.

(Este problema se resolvi6 en el Ejemplo 3 de este
capitulo).
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. 3Q

—WW

b
N
1
":‘l 80 L §BQ

Supernodo

50

Es un Supernodo porque el nodo cy el nodo d estdn
conectados a dos resistencias cada uno. Ninguno de
los nodos es el nodo de referencia.

£V Condicién de voltaje:
vg—v,==7V

Ley de corrientes de Kirchhoff en el Supernodo:

Zlentran = Elsalen

12+I4:Ig+15

0Q

|

0

Ejemplo 5-8. Calcular los voltajes de nodo que se presentan en el
circuito de la Figura 5.22.

30Q

MWW———

10 Q2

MWW

2A

o o o

Figura 5.22. Circuito que se resuelve utilizando “Supernodo”.

Respuesta.

El problema se resuelve aplicando los tres pasos utilizados en el
analisis con nodos; la diferencia radica en que, al momento de cal-
cular las ecuaciones, se deberan calcular también las ecuaciones
asociadas al Supernodo.

Como primer paso se identifican los nodos y el Supernodo, en
este caso 5 nodos (n = 5) los cuales se nombraran nodo 0, nodo a,
nodo b, nodo ¢y nodo d, en los cuales quedan definidos los voltajes
W, vy, v,y v,) respecto del nodo 0. En la Figura 5.23 se muestra el
Supernodo y se presenta una propuesta de cémo quedan definidos
los nodos y las direcciones de las corrientes.
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30Q

11
100 b 15Q Supernodo
‘—NWN——" WN—2°
—_— —_—
15V L A L 5V
® D C
Iy
ANV -—44
o= 20Q

Figura 5.23. Identificacién de nodos, Supernodo y las direcciones de las corrientes
en el circuito.

En el segundo paso, calculamos las corrientes simbdlicas y
las ecuaciones de los voltajes de los nodos, asi como las ecuacio-
nes del Supernodo. Observamos que el nodo a ya tiene definido
el valor del voltaje por estar presente una fuente de voltaje en-
tre el nodo y el nodo de referencia, en este caso el voltaje del nodo
a queda definido por la ecuaciéon (5.83).

vy =15V (5.83)
La corriente I; es:

va_vc _ 15V_UC
300 300 (5.84)

11=

La corriente I, es:

Vag—Vp 15V -y

=700 = "10a (5.85)

La corriente I;es:
Vp — V¢

==50 (5.86)

La corriente I, es:

I_vd—OV_ Va
YT 200 200 (5.87)

Las ecuaciones relacionadas con el Supernodo son dos, la
condicién del voltaje y la ley de corrientes de Kirchhoff aplicada al
Supernodo.
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Condicién de voltaje en el Supernodo:

Ve—Vg=5V (5.88)

La ley de corrientes de Kirchhoff aplicada al Supernodo nos
produce la ecuacién (5.89):

2 Ientran = z Isaten

L+1;=1, (5.89)

Sustituimos las corrientes simbdlicas I, I, e I; en la ecuacién
(5.89), por facilidad en los calculos omitimos las unidades y obte-
nemos la ecuacién (5.90).

15—v, vp—v, Vg

30 15 20

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién por el minimo co-
mun multiplo de 30, 15y 20, siendo en este caso 60, y resulta:

15—v. vp—v: Vg
( 30 15 "§5>(60)
(2)(A5 - vo) + (D (wp —ve) = Blvg
30 — 2v. + 4vp — 4v, = 3vy4

Simplificamos, reacomodamos la ecuacién y resulta:
4vp — 6V, — 3vg = —30 (5.90)
Calculamos las ecuaciones de voltaje para los nodos.

Nodo b:

En la Figura 5.23 aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el
nodo b y resulta la ecuacién (5.91).

Z Ientran = Z Isaten

L+2A=1 (5.91)

Sustituimos las ecuaciones (5.85) y (5.86) en la ecuacién
(5.91), simplificamos y obtenemos la ecuacién (5.80).

15V -1y vp — Vg
10 O t2A= 150
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Para los calculos, en la ecuacién eliminamos las unidades y mul-
tiplicamos ambos lados por el minimo comun multiplo de 10 y 15
para obtener la ecuacién (5.92).

15 — vy Vp — Vg
[10 +t2=—¢ (30)

(3)(15 - vp) + 60 = (2)(vp — v)
45 — 3vp + 60 = 2v, — 27,
—5vp + 2v, = —105 (5.92)

Ya no se calculan ecuaciones para el nodo ¢ y nodo d puesto
que estén incluidas en el Supernodo.

En el tercer paso agrupamos las ecuaciones (5.88), (5.90) y
(5.92) para formar un sistema de tres ecuaciones con tres incégni-
tas, resolverlas y obtener los voltajes de los nodos.

Ve —vyg = 5 Ec(l)
v, —6v, —3vg = —30 Ec(l)
—5v, +2v, = =105 Ec(l)
Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.
0 1 -1
Det(A) =4 -6 -3[=1[(0)+(-8)+ (15)] - [(-=30) + (0) + (0)]
-5 2 0
Det(A) = 37
5 1 -1
-30 -6 -3
o _lg0s 2 ol [0+ (60 +(315)] - [(=630) +(=30) + ()]
T Det(d) 37
_ 375 + 660 _ 1035
T3 T3
vp=2797V
0 5 -1
4 =30 -3
L, —1=5 105 ol_ [(0) + (420) + (75)] — [(=150) + (0) + (0)]
c Det(A) - 37
_ 495 + 150 _ 645
Vet 37 T3y
Ve =17.43V
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4 —6 -—30
o 5 _q0nl [0+ (40) + (150)] — [(150) + (0) + (—420)]
vd = =
Det(A) 37
1904270 460
Vd= "3 T 37
Vg = 1243V

Obtenemos los resultados resolviendo el sistema de tres ecua-
ciones con tres incdgnitas utilizando la app System of Linear Equa-
tions Solver que se muestra en la Figura 5.15.

“ System of Linear Equations Solver va = 1 5 V

x y z total

0 1 4 s Vb = 27-97 V
)= =)= ] 5, =1743V
vy =12.43V

T

460
L

x = 27.972072072072072
¥ = 17.43243243243243

z = 12.432432432432432

Figura 5.24. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema de nodos con
Supernodo.

Este ejemplo se resolvié en el capitulo anterior aplicando el
andlisis con mallas y en dicho analisis resulté ser necesario resolver
el problema utilizando una “Supermalla”. Utilizando el analisis con
nodos resulté necesario resolverlo también como un caso especial
de nodos llamado “Supernodo”.

Sin embargo, si observamos la Figura 5.22, nos damos cuenta
de que, al igual que sucedi6 con el Ejemplo 3 de este mismo capitulo,
se puede intercambiar la fuente de voltaje de 5V con la resistencia de
20 Q por estar conectadas en serie en una misma rama. El problema
del “Supernodo” desapareceria y ademas sélo se tendria que resol-
ver un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, porque ya se
conocerian dos de los cuatro voltajes de los nodos. En la Figura 5.25
se muestra el aspecto del circuito intercambiando estos elementos
y los resultados de los voltajes en los nodos resultantes. Obsérvese
que sélo cambia el valor del voltaje en el nodo d ya que es ahora el
valor del voltaje en la fuente de 5 V. Este ejercicio se deja para que lo
compruebe el estudiante aplicando el andlisis con nodos.
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300 Va=15V

M vp = 27.97V
h v, = 1743V
100 , 150 vg=5V
“—AW——WW\, '
_ﬁ- __}
2 I,

2A :
(I) SVI“‘[ 200
=

Figura 5.25. Intercambio de la fuente de voltaje de 5 V por la resistencia de 20 Q
para eliminar el Supernodo.

Ejemplo 5-9. Calcular los voltajes de nodo que se presentan en el
circuito de la Figura 5.26.

ISVQ
_/

1.2 kO 3.3kQ

MW—WW

§1 kQ §2.2 kQ 3.7kQ

-

Figura 5.26. Circuito que se resuelve utilizando “Supernodo”.

En el primer paso, identificamos los nodos con los que cuenta
el circuito, en este caso, de la Figura 5.26 se observa que son cua-
tro nodos (n = 4), los cuales se nombraran nodo 0, nodo a, nodo
b, nodo ¢, y para cada uno de ellos quedara definido un voltaje (v,
v, v,) respecto del nodo 0. Notamos que aparece un Supernodo el
cual identificaremos en el circuito. En la Figura 5.27 se muestran
los cuatro nodos, el Supernodo y una propuesta de las direcciones
de las corrientes en cada rama y su representacién en el circuito.
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1+

1.2 kQ 3.3kQ
2 [4
!'l 1 kQ 1"1 2.2kQ I l 3.7kQ
0=

Figura 5.27. Identificacién y marcado de nodos y Supernodo en el circuito.

En el segundo paso, calculamos las corrientes simbdlicas y las
ecuaciones de los voltajes de los nodos asi como las ecuaciones del
Supernodo.

La corriente I; es:

va_ov_ va

h=—Tw "1k (5.93)
La corriente I, es:
I, = Va — Vp
1.2 kQ (5.94)
La corriente I; es:
vp,—0V vp
=52k T2z (5.95)
La corriente I, es:
Up — V¢
=331 (5.96)
La corriente I5 es:
I = ve—=0V
°7 37kQ  3.7kQ (5.97)

Supernodo:
Las ecuaciones relacionadas con el Supernodo son dos, la con-

dicién del voltaje, y la ley de corrientes de Kirchhoff aplicada al
Supernodo.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS CON NODOS

279



280

Condicién de voltaje en el Supernodo:
Ve—Vg=15V (5.98)

La ley de corrientes de Kirchhoff aplicada al Supernodo nos
produce la ecuacién (5.89):

L=05L+I;+Is (5.99)

Sustituimos las corrientes simbdlicas I, I, I, e Is en la ecua-
ci6én (5.99), por facilidad en los célculos omitimos las unidades y
obtenemos la ecuacién (5.100).
vb_vc= Vq +va_vb+ Ve
3,300 1,000 1,200 3,700

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién por el minimo co-
mun multiplo de 3,300, 1,000, 1,200 y 3,700 siendo en este caso
2,442,000 y resulta.

Yp ~ Ve Va Vg — Vp Uc
= 2,442
( 3300 _ 1,000 T 1,200 T 3,700)( ,442,000)

(740)(vp — v.) = 2,442v,4 + 2,035(vy — vp) + 660V,

Simplificamos, reacomodamos la ecuacién y resulta:
—4,477v4 + 2,775vp — 1,400, = 0 (5.100)
Calculamos la ecuacién de voltaje de para el nodo restante.

Nodo b:

En la Figura 5.27 aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el
nodo b y resulta la ecuacién (5.101).

Z Ientran = Z Isalen

L =13+ 1, (5.101)
Sustituimos las corrientes simbdlicas I, I5 e I, en la ecuacién
(5.101), simplificamos y obtenemos la ecuacién (5.102).
Va—Vp  Up +17b—17c
1,200 Q  2,200Q 3,300 O

Para los célculos, en la ecuacién eliminamos las unidades y
multiplicamos ambos lados por el minimo comin multiplo de
1,200, 2,200 y 3,300 para obtener la ecuacién (5.102).
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Va—Vp Vb Up — V¢
1,200 2,200 + 3,300 (66,000)

(55)(vg — vp) = 30w, + (20)(vp — v¢)
55v4 — 55v, = 30v, + 20V, — 201,
55v, — 105vy + 20v, =0 (5.102)

Ya no se calculan ecuaciones para el nodo a y nodo ¢ puesto
que estén incluidas en el Supernodo.

En el tercer paso agrupamos las ecuaciones (5.98), (5.100) y
(5.102) para formar un sistema de tres ecuaciones con tres incég-
nitas, resolverlas y obtener los voltajes de los nodos.

—Vq +v, = 15 Ec(I)
—4477vqa 2775vp —1400v, = O Ec(Il)
55v, —105v +20v, = O Ec(III)

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.

-1 0 1
Det(A) = |—4,477 2,775 —1,400
55 —105 20

Det(A) = [(—55,500) + (470,085) + (0)] — [(152,625) + (—147,000) + (0)]
Det(A) = 408,960

15 0 1
0 2,775 -1,400
0 —-105 20

_1(832,500) + (0) + (0)] — [(0) +(2,205,000) + (0)]

Va = Det(A) 408,960
832,500 — 2,205,000  —1,372,500
Va = 408,960 ~ 7408960
|va = _3-35 Vl
1 15 1

—4,477 0 —1,400
55 0 20

Vp =

Det(A)
[(0) + (0) + (—1,155,000)] = [(0) + (0) + (—1,343,100)]
Vb = 408,960
~1,155,000 + 1,343,100 188,100
Vb = 408,960 ~ 208,960

Vp = 0.459V
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-1 0 15
—4,477 2,775 0

e Tlor ol [+ (7,051275) + (0)] — [(2,289,375) + (0) + (0)]
Ve = =
Det(4) 408,960
| 7,051,275 — 2,289,375 _ 4,761,900
Ve = 408,960 ~ 7408960
Ve = 11.64V

Obtenemos los resultados resolviendo el sistema de tres ecua-
ciones con tres incdgnitas utilizando la app System of Linear Equa-
tions Solver que se muestra en la Figura 5.28.

va=-335V

% y S vp=0459V
8477 2775 -1400 0 vc = 11.64‘ V

r = —3.356073943661972
y = 0.45994718309859156
z = 11.643926056338028

Figura 5.28. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema de nodos con
Supernodo.

CIRCUITOS CON NODOS Y FUENTES
DEPENDIENTES

Hasta el momento se han resuelto distintos ejercicios con diferen-
tes caracteristicas para aplicar la técnica del anélisis con nodos.
Sélo nos falta hacer ejemplos en los que se involucren fuentes de-
pendientes.

Para resolver problemas en los que aparezcan fuentes depen-
dientes, se aplica exactamente lo mismo que se ha aplicado para los
ejercicios anteriores. El tratamiento que se les dard a las fuentes
dependientes sera igual al que se les dio a las fuentes independien-
tes, es decir, si las fuentes dependientes son de voltaje y estan co-
nectadas en el nodo de referencia, el valor de la fuente dependiente
sera el valor del voltaje en el nodo. Si una fuente dependiente de
voltaje se conecta entre dos nodos y ninguno es el nodo de referen-
cia, entonces esa fuente dependiente producird un “Supernodo”.
Para el caso de las fuentes de corriente dependientes se tratan del
mismo modo que se traté a las fuentes de corriente independentes,
son utiles para calcular las ecuaciones de los voltajes en los nodos.
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A continuacién, se presentan algunos ejemplos en los que se
incluyen fuentes dependientes de voltaje y de corriente y que se re-
solveran utilizando la técnica de analisis con nodos.

Ejemplo 5-10. En el circuito de la Figura 5.29, calcular los voltajes
de los nodos, utilizando la técnica de analisis con nodos.

3Q 50

3V
AL

Figura 5.29. Circuito de cinco nodos con fuente dependiente.
Respuesta.

En el primer paso, identificamos los nodos con los que cuenta el
circuito, se trata de un circuito con 5 nodos (n = 5) , por lo tanto,
son 4 voltajes respecto del nodo de referencia (v, v, v,y v,) vy, ade-
mas, el circuito presenta un Supernodo (que podria eliminarse si
se intercambiara la resistencia de 1 Q2 con la fuente de voltaje de
3V). Para el caso de las resistencias de 2 Q y de 3 Q no se pueden
sumar a pesar de estar en serie porque se perderia la referencia del
voltaje V. En la Figura 5.30 se muestran los nodos, el Supernodo
y una propuesta de las direcciones de las corrientes en cada rama 'y
su representacion en el circuito.

Supemodo

v

Figura 5.30. Identificacién de nodos, Supernodo y asignacién de corrientes en el
circuito con fuente dependiente.
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En el segundo paso, calculamos las corrientes simbdlicas y las
ecuaciones de los voltajes de los nodos, asi como las ecuaciones del
Supernodo.

La corriente I; es:

’Ua—OV va

I = =
! 20 2Q (5.103)

La corriente I, es:

I =——
2 30 (5.104)
La corriente I; es:

I = Vg — oV _ Va
T 10 10 (5.105)
La corriente I, es:
I = Up — V¢
*T 50 (5.106)
Nodo a:

En la Figura 5.30 aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el
nodo a y resulta la ecuacién (5.107).

0=5L+1, (5.107)

Sustituimos las corrientes simbdlicas I; e I, en la ecuacién
(5.107) y resulta:
Va Va—Vp

0=2at 30

Para los calculos, en la ecuacién aplicamos la propiedad simé-
trica, eliminamos las unidades y multiplicamos ambos lados por el
minimo comtn multiplo de 2 y 3 para obtener la ecuacién (5.108).

[%+v“;—v”=0] 6)

3vg+ 204 — 20, =0
5va—2vp, =0 (5.108)
Nodo c:

Este nodo cuenta con una fuente de voltaje dependiente conectada
al nodo de referencia, por lo tanto, el valor del voltaje en este nodo
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estd sujeto al valor de la fuente dependiente tal como lo indica la
ecuacién (5.109).

ve = 4Vy (5.109)

Sin embargo, falta averiguar cudnto vale el voltaje V3. Obser-
vamos que el voltaje Vi coincide con el voltaje del nodo v, por lo
tanto, en términos de los voltajes de nodo, el voltaje Vi se puede
escribir como lo indica la ecuacién (5.110) y, a su vez, el voltaje del
nodo ¢ queda redefinido como lo indica la ecuacién (5.111).

Vo = v, (5.110)

Ve = 4v, (5.111)

Supernodo:

Las ecuaciones relacionadas con el Supernodo son dos, la con-
dicién del voltaje, y la ley de corrientes de Kirchhoff aplicada al
Supernodo.

Condicién de voltaje en el Supernodo:

vp—vqg =3V (5.112)

La ley de corrientes de Kirchhoff aplicada al Supernodo nos
produce la ecuacién (5.113):

L =13+1, (5.113)
Sustituimos las corrientes simbdlicas I,, I; e I, en la ecuacién
(5.113).
Va—Vp Vg +17b—17c
30 10 50
De igual manera sustituimos la ecuacién (5.111) del voltaje v,
en la ecuacién anterior, resultando:

Vg—Vp Vg Vp—4v,

30 _1Q+ 5Q

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién por el minimo co-
mun maultiplo de 3, 1y 5, siendo en este caso 15. Por facilidad en los
célculos omitimos las unidades y obtenemos la ecuacién (5.114).

3 1 5 >(15)
(5)(wg —vp) = 15v4 + 3)(vp — 4vy)
5vq — 5vp = 15v4 + 3v, — 127,

(va —vp Vg Vp—4v,
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Simplificamos, reacomodamos la ecuacién y resulta:
17v4 — 8vp — 15v3 =0 (5.114)
En el tercer paso agrupamos las ecuaciones (5.108), (5.112) y
(5.114) para formar un sistema de tres ecuaciones con tres incdg-
nitas, resolverlas y obtener los voltajes de los nodos.
Svqa —2vy = 0 Ec()
v, +vqg = 3 Ec(l)
17v, —8vp —15v4 = 0 Ec(lll)

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.

5 —2 0
Det(M =0 1 —1|=I[=75+0)+ BN -[0)+ 40) + (0)]
17 -8 -15
Det(A) = —81
0 -2 0
3 1 -1
_lo -8 —15|_ [(0)+(0) + (0)] - [(0) +(0) +(90)] _ —90
Ye="Ded —81 - 81
Vga= 1111V
5 0 0
0 3 -1
117 0 —15l _ [(=225) +(0) + (0)] - [(0) + (0) + (0)]
Y= Det@ —81
—225
Vb= g1 T
vy = 2777V
5 -2 0
o 1 3
|17 —g ol [0+ (0) +(-102)] - [(0) + (=120) + (0)]
Va="het(a) —81
18
Vd = T51
Vg = —0222V
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Obtenemos los resultados resolviendo el sistema de tres ecua-
ciones con tres incégnitas utilizando la app System of Linear Equa-
tions Solver que se muestra en la Figura 5.31.

vo=1111V

X ¥ z total

S v =2777V
v e s e | pg=-0222V
1 2 | 1] 0
10
ey
25
=79
2
R
z=1.1111111111111112

y =2 TTTTTTT00T777777
z = —0.2222222222222222

Figura 5.31. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema de nodos con
Supernodo y fuente dependiente.

Si se desea conocer el valor del voltaje v, entonces simple-
mente se sustituye el valor en la ecuacién (5.111) y se obtiene.

Ve = 4v,

ve = 4(1.111 V)

Ve = 4444V

Ejemplo 5-11. Utilizando andlisis con nodos, resolver el circuito
de la Figura 5.32 y calcular los voltajes de nodo.

2Q 50

L 4

g
%m
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Respuesta.

Identificamos los nodos y marcamos las direcciones de las corrien-
tes simbolicas (Figura 5.33).

- A
+ Vp -
——
11
10V
+

Figura 5.33. Nodos y corrientes simbélicas en circuito con Supernodo y fuentes
dependientes.

Observamos que en el circuito el voltaje del nodo a ya se en-
cuentra definido.

V=10V (5.115)
Calculamos las corrientes simbélicas.

La corriente I, es:

va—vb_lov—vb

I, = =
1720 20 (5.116)
La corriente I, es:
I Up — Uc
=~ 5.117
2 ) ( )
La corriente I; es:
Ve — Ve
13 =
3Q (5.118)

La corriente I, es:
Vg — ov Va

I = —— = —
4 80 80 (5.119)

288 ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



La corriente I es:
ve - 0 V ve

Is = = —
T70 0 74 (5.120)

Definimos las fuentes dependientes en términos de los volta-
jes de los nodos, quedando:

I¢ = 13
I . UC —ve
¢~ 730 (5.121)
Vo =va—vp
Vp =10V — vy (5.122)

Calculamos los voltajes en los nodos restantes.

2 Ientran = z Isalen

11+2V¢ =IZ

Nodo b:

10V — vy Vp — V¢
T +2(10V—vp) = T

(10 — Vp

42010 - vy) = 2 - "C) (10)

50 — 5v, + 200 — 20vy = 2vp — 21,

—27vp + 2v, = —250 (5.123)
Nodo c:
z Ientran = 2 Isalen
12 = 13
Vb —=VUc Vc— Ve

5Q 3Q
vb - Uc UC - 173
B -5 ) as

3vp — 3v. = 5v, — 51,

3vp —8v.+ 5V, =0 (5.124)
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Supernodo:
Condicién de voltaje.

Ve — Vg = 5lg
Ve — 7
ve—vd=5( Cgﬂe)

3v, — 3vg = 5v, — 51,

—5v,—-3v3+8v, =0 (5.125)

LKC en el Supernodo.

z Ientran = Z Isalen

I3=2V¢+14+15

Ve — Ve Vq Ve

= 2010V — 4,

30 A0V-wp) +55+73
V- — 7, v, v

(C e=2(10—vb)+§d+7e)(168)

56v, — 56v, = 3360 — 336V, + 21v,4 + 24v,
336wy + 56v, — 21vy — 80v, =0 (5.126)

Agrupamos las ecuaciones y resolvemos el sistema para calcu-
lar los voltajes de nodo.

336vp, +56v, —21vg —80v, = 3,360

—27vp +2v, = —250
3vp —8v, +5v, = 0
—5v, —3v4 +8v, = 0

El sistema se puede reducir multiplicando la Ec(IV) por un
factor de (-7) y sumarse con la Ec(I), para quedar en un sistema de
3 ecuaciones con 3 incégnitas.

336v, +91v, —136v, = 3,360 Ec(D)*
—27vp +2v = =250 Ec()
3v, —8v, +5v, = 0 Ec(I1I)
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Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer.

336 91 -—-136
Det(4) = |-27 2 0
3 -8 5

Det(4) = [(3,360) + (—=30,464) + (0)] — [(—816) + (0) + (—12,285)]

Vp =

vc—

Det(A) = —12,915

3,360 91 -—136
—250 2 0
_lL o -8 5
Ub = Det(4)
[(33,600) + (—272,000) + (0)] — [(0) + (0) + (~113,750)]  —124,650
—12,915 © —12,915
vp = 9.65 V

336 3,360 —136
—-27 =250 0
3 0 5

Ve = Det(4) =

[(—420,000) + (0) + (0)] — [(102,000) + (0) + (—453,600)] —68,400

—12,915 T —12,915

336 91 3,360
|—27 2 —-250
3 —8 0
Det(A)

ve:

[(0) + (725,760) + (—68,250)] — [(20,160) + (672,000) + (0)] —34,650

Ve

—12,915 T —12,915

Para calcular el voltaje v, se despeja de la Ec(IV) resultando:

517(; - 8ve

Va = -3 (5.127)
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Sustituimos los valores de los voltajes previamente calculados
y resulta:

~ 5(5.29V) — 8(2.68 V)
- -3
|va =-1.67V]|

Va

Comprobamos los resultados resolviendo el sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incégnitas utilizando la app System of Linear
Equations Solver que se muestra en la Figura 5.34, y se deja al es-
tudiante comprobar los resultados con cualesquiera de los otros
métodos mencionados.

X y z t total ‘UC — 5.29 V
336 56 2 20 3360
- 2 L} o -250 vd = —167 V
3 -8 0 5 0
Ve = 2.68V
0 5 3 8 0
_ 1520
V=T

a
x = 9.651567944250871
= 5.29616T24738676
z = —1.6724T38675958188
t = 2.682026829268203

Figura 5.34. Solucién del sistema de ecuaciones para el problema de nodos con
fuentes dependientes y Supernodo.

RESUMEN Y CONCLUSION DEL CAPITULO

La técnica de nodos, al igual que la técnica de mallas, es una técni-
ca que sirve para resolver practicamente cualquier tipo de circuito
eléctrico que se presente. Sin embargo, hay algunas caracteristicas
en los circuitos que hacen de esta técnica mucho més rapida que el
andlisis de mallas, como por ejemplo tener las fuentes de voltaje
conectadas en el nodo de referencia.

En este capitulo se resolvieron la mayoria de los ejercicios
previamente solucionados con el anélisis con mallas, de esta ma-
nera, el estudiante puede comparar directamente cudl de las dos
técnicas es mds util o rdpida para resolver un problema de acuer-
do a sus caracteristicas de conexidén y elementos que lo integran.

En el primero de los ejercicios de este capitulo, una vez deter-
minados los voltajes de los nodos, y con el fin de demostrar cé6mo
llevar a cabo esta aproximacion, se procedio a calcular las corrientes
a partir de dichos voltajes.

Al inicio de cada ejemplo se incluyé una breve descripcién del
circuito y cdmo comenzar a resolverlo. Se explicé que las fuentes de
voltaje conectadas al nodo de referencia son directamente los volta-
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jes de nodo, sélo hay que tener cuidado con la polaridad del voltaje
que se les asigna. De igual manera, cuando una fuente de voltaje apa-
rece entre dos nodos y ninguno de ellos es el nodo de referencia, en-
tonces serd necesario resolver el problema utilizando un Supernodo.

En este capitulo se resolvieron 11 ejemplos, comenzando con
ejercicios sencillos y terminando con ejemplos cada vez mas com-
plejos. En los ejemplos se traté de incluir todo tipo de circuitos
que se pueden presentar cuando se analizan circuitos con nodos.
Se incluyeron circuitos con fuentes de voltaje, fuentes de corriente,
fuentes dependientes de corriente y dependientes de voltaje, asi
como ejemplos que obligaron a utilizar “Supernodo”. Se hicieron
ejemplos de 2, 3 y hasta 4 ecuaciones con 4 incégnitas. Todos y
cada uno de los ejemplos se resolvieron paso a paso explicando de-
talladamente cémo comenzar a resolver el circuito, cémo plantear
las ecuaciones y qué aspectos tomar en cuenta para resolverlos ra-
pida y adecuadamente.

Para resolver los sistemas de n-ecuaciones con n-incdgnitas
que resultaron, se utilizé basicamente la “Regla de Cramer”; sélo
en el ultimo ejemplo, en un paso, se usé el método de “Suma o
resta” para reducir el sistema de 4 ecuaciones con cuatro incdg-
nitas a uno de 3 ecuaciones con 3 incégnitas. Invariablemente,
en todos los casos, para comprobar los resultados, se utiliz6 la
aplicacién gratuita System of Linear Equations Solver.

PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para poner en
préctica todo lo aprendido sobre la técnica del analisis de circuitos
con nodos. Se deberan calcular los voltajes de nodo en cada uno de
los problemas que se muestran a continuacién. Para todos los pro-
blemas se incluyen los voltajes de nodo, considerando para todos
ellos la terminal de tierra como el nodo de referencia.

Prob. 5.1. Figura 5.35.

(Sol. -30V,11.25V, 5.25 V).

a R=125Q . R=8Q

MWW

V=30V

R, R,=70Q
150

Figura 5.35.
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Prob. 5.2. Figura 5.36.

(Sol. -33.5V,0.459V, 11.64 V).

wxy’:h

1.2kQ 3.3k
a b c
1 3
§1 kQ 2.2kQ §3_7m
0=

Figura 5.36.

Prob. 5.3. Figura 5.37.

(Sol.15V,5.52V,-4.47V,-21.67V, 2.34V).

3kQ 10V 43kQ
a b ¢
15V
3.3kQ 3.9kQ
3.6 kQ .
- AW
Figura 5.37.
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Prob. 5.4. Figura 5.38.

(Sol. 15.8V,20.33V, 15.46 V, 25 V).

Figura 5.38.

2100 280 O
1200
AW — A —
25V
2000 gzzon
0=

Prob. 5.5. Figura 5.39.

Sol.-40V, -28.62V, 36.46 V, -53.55 V).

2
%3.3 kQ
d

43kQ

MWW

§1.5 kQ

20 mA
4.7kQ
a -
+— MWW ———(—
—/
40V
6 kQ2

Figura 5.39.

gs.

7.5kQ

MWW
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Prob. 5.6. Figura 5.40.

(Sol.9V,14V,11.11V11.8V, 8.1V, 4.8V).

910 Q

c

Figura 5.40.

Prob. 5.7. Figura 5.41.

(S0l.10V,31.41V,60V,22.6V,22.6V,33.27V).

« 29 2o .
p -
27Q 300
10V 910 60V
(‘*) d e C
. I
SIQ§ 43 Q
—9—
{]7

Figura 5.41.
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Prob. 5.8. Figura 5.42.

(Sol.12V,8.7V,3.7V, 3 V).

10Q 5V 2Q

a b c d
114

J_ MW ! MWW

12V

| 10 A%

—_— 50 e —_—

I =3V ]-

I

0?

Figura 5.42.

Prob. 5.9. Figura 5.43.

(Sol. 15V,10.891V,4.37V,2.96V, 5.89 V).

5V o 70
1| ———AN—

d

Zs0

L A MAA—
T 30

——

0 ~—=

Figura 5.43.

Prob. 5.1.0 Figura 5.44.

(Sol.15V, 40V, 175 V).
4V

\V4

10Q

Figura 5.44.

® ;%209
0=

c

40Q
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Prob. 5.11. Figura 5.45.

(Sol.25V,17V,-10V, 5V, 2.14 V).

2Q 6Q

Figura 5.45.

Prob. 5.12. Figura 5.46.

(Sol.12V,3V,2.5V,-1V).

Figura 5.46.
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Prob. 5.13. Figura 5.47.

(Sol. -25.48V,17.96 V, -11.98 mV, =15 V).

b
o

3V, 3 mA
1 kO

1 kQ 1 kO
“ L ANN—€
15V +
LkQ '/}élﬂ

0=

Figura 5.47.

Prob. 5.14. Figura 5.48.

(Sol. 6.23V,2.07V,13 V).

d
\ 4
2A %
Figura 5.48.
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Prob. 5.15. Figura 5.49.

(Sol. 5V,12.5V,20V).

Figura 5.49.

Prob. 5.16. Figura 5.50.

(Sol. 1V, -28V,-5V,-12V).

9>

2V
1kQ <+ é”‘“

—

Figura 5.50.
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LINEALIDAD
Y SUPERPOSICION







INTRODUCCION

La linealidad se caracteriza porque para un sistema que tiene una
entrada existe una salida que es proporcional a la entrada. Si la en-
trada se duplica, entonces la respuesta en la salida se duplica tam-
bién; sila entrada disminuye, entonces la salida también lo hace en
la misma proporcién (McAllister, 2008).

Un ejemplo de linealidad puede ser el de una persona que ca-
mina 2 minutos y alcanza un recorrido de 1 km. Si caminase el
doble, es decir cuatro minutos, entonces alcanzaria un recorrido
de 2 km. El tiempo y la distancia recorrida estin relacionadas li-
nealmente por una expresién proporcional que establece que una
persona recorre una distancia de 0.5 km en promedio en un tiempo
de 1 minuto tal como se expresa en la ecuacién (6.1).

S(t) = (o 5 km)t
@) =10 min (6.1)
Donde:

S(t) = Distancia recorrida en kilometros (km)
t = tiempo del recorrido en minutos (min)

km . . . . .
(0.5 _> = Distancia promedio recorrida en un minuto
min/ (CTE)

Para los circuitos eléctricos con elementos pasivos sucede lo
mismo, el voltaje y la corriente estdn relacionados linealmente el
uno con la otra. El voltaje aplicado a una resistencia ocasiona que
fluya un valor de corriente, si el voltaje aumenta al doble, entonces
la corriente aumenta también al doble, si el voltaje disminuye a la
mitad, entonces la corriente también lo hace. Ocurre lo mismo si
la resistencia es alimentada por una fuente de corriente, si la co-
rriente aumenta o disminuye, el voltaje aumenta o disminuye en la
resistencia en la misma proporcién que la corriente.

McAllister (2008) explica que cuando un sistema es lineal,
como los que se acaban de describir, se puede derivar la propiedad
de aditividad. Todas las funciones lineales tienen la forma de una
recta con factor de escala (la pendiente) a, tal como se expresa en
la ecuacién (6.2):
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f(x) =ax (6.2)
Si la entrada es la suma de dos entradas diferentes (x; + x,),
entonces

f Q1+ x2) = alxs + x2) (6.3)
y, usando la propiedad distributiva resulta la ecuacién (6.4),
fx1 4+ x3) = axq + ax, (6.4)
Los términos del lado derecho son equivalentes a:
axy = f(x1)
axz = f(xz)

Ahora se tiene una propiedad para la suma (llamada aditivi-
dad, en lenguaje matematico):

flr+x2) = flx) + fx2) (6.5)

Entonces, si el sistema es lineal y se alimenta con una entrada
X1, tendrd una respuesta f(x,), y si se alimentan con una entrada x,,
tendrd una respuesta f(x,), y lo mismo sucede si se alimenta con
una entrada (x; + x,); la respuesta serd f(x; + x,) o lo que es lo mis-
mo f(xy) + f(xy).

Esta caracteristica es llamada principio de “Superposicién” en
la solucién de circuitos eléctricos. Consiste en obtener la salida del
circuito de forma independiente para cada una de las fuentes de
entrada y al final simplemente sumar algebraicamente las salidas
para obtener la respuesta completa del sistema.

Pasos para aplicar el principio de superposicién

Basicamente, se debe analizar el circuito de forma separada, con
cada una de las fuentes de voltaje o corriente independientes que
estan en el circuito, y al final sumar algebraicamente los resultados
que se obtienen con cada una de ellas.

A continuacién, se proponen los siguientes tres pasos para re-
solver un circuito eléctrico aplicando el principio de superposicién.

Paso 1.

Construir un subcircuito para cada una de las fuentes de alimenta-
cién independientes que aparecen en el circuito.

A partir del circuito original, se construyen tantos subcircui-
tos como fuentes independientes aparecen en él. Se marca el vol-
taje o la corriente en el elemento que se desea analizar, utilizando
comillas o nimeros romanos. Para construir el subcircuito con
una sola fuente a la vez, se deja una sola fuente de alimentacién y
el resto se anula (se hace cero). Para anular las fuentes de corriente
o voltaje se procede de la siguiente manera: la fuente de voltaje se
anula o se hace de cero voltios (0 V), cortocircuitando sus termina-
les tal como se muestra en la Figura 6.1a; la fuente de corriente se
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anula o se hace de cero amperes (0 A), dejando en circuito abierto
sus terminales tal como se muestra en la Figura 6.1b.

= o oA

b)
Figura 6.1. Para anular las fuentes, a) la fuente de voltaje se sustituye por un corto
circuito y b) la fuente de corriente se sustituye por un circuito abierto.

Paso 2.

Resolver cada subcircuito por separado con cada una de las fuentes
independientes.

Se resuelve cada uno de los subcircuitos reduciéndolos me-
diante combinaciones serie, paralelo o mixtas y se calcula la co-
rriente o el voltaje del elemento que se esta analizando. Esto sig-
nifica que se resuelven tantos subcircuitos como fuentes indepen-
dientes aparecen en él. En ocasiones es necesario aplicar alguna
de las otras técnicas para el andlisis de circuitos eléctricos, como
el andlisis de mallas, de nodos, transformaciones estrella y delta o
alguna de las que se veran en capitulos posteriores.

Paso 3.

Sumar algebraicamente todos los voltajes o corrientes que se obtu-
vieron del elemento analizado.

Una vez que se tienen todas las corrientes o todos los vol-
tajes calculados del elemento con cada una de las fuentes de ali-
mentacién, se suman algebraicamente para obtener el voltaje o la
corriente total que se estd buscando del circuito. Normalmente a
los valores de voltaje o corriente que se calculan con cada una de las
fuentes de alimentacién se les va identificando con comillas para
saber a cudl anélisis pertenece. Por ejemplo, si se esta calculando
el voltaje en una resistencia vy, se le coloca una comilla para saber
que es el voltaje que se obtuvo con la primera fuente de alimenta-
cién (vg), dos comillas para saber que es el voltaje calculado con la
segunda fuente de alimentacién (vy") y asi sucesivamente. A partir
de la cuarta fuente en adelante, en lugar de comillas se suelen utili-
zar numeros romanos para identificar la contribucién de corriente
o voltaje de cada fuente de alimentacién (vg, vy', vg", VglV, VgV ...,
etc. Por ejemplo, en las ecuaciones (6.6) y (6.7) se muestra cémo
quedaria formada la ecuacién para el voltaje y la corriente, respec-
tivamente, en una resistencia para un circuito que cuente con 5
fuentes de alimentacién.

VR = ’UR’ + UR” + va + URIV + URV (6.6)

iR = iR + iR + iR + iRIV + iRV 6.7)

LINEALIDAD Y SUPERPOSICION
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ANALISIS DE CIRCUITOS UTILIZANDO
EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

A continuacién, se presentan una serie de ejercicios en los que se
aplica el principio de superposicién para calcular un voltaje o una
corriente en el circuito. Se pretenden hacer los ejercicios suficien-
tes para ejemplificar la mayor cantidad de casos posibles para que
quede clara la explicacion del tema.

Ejemplo 6-1. Utilizando el principio de superposicién, calcular el
voltaje v, marcado en el circuito de la Figura 6.2.

R,=6Q Ry=15Q

=525V

)

Figura 6.2. Circuito para aplicar el principio de superposicién.
Respuesta.

Primero, observamos que en el circuito se cuenta con dos fuentes
de voltaje independientes V, y V3, por lo tanto, es necesario cons-
truir dos subcircuitos para aplicar el principio de superposicién.
Un subcircuito en el que sélo aparezca la fuente V, (en el que V; =
0V) y otro subcircuito en el que s6lo aparezca la fuente Vi (en el
que V,=0V). Enla Figura 6.3ay en la Figura 6.3b se muestra c6mo
quedan construidos los subcircuitos para cada una de las fuentes
de alimentacién, haciendo cero la otra fuente de voltaje respecti-
vamente.

R=6Q Ry=15Q R=6Q Ry=15Q
V,=42V + e V=0V  ¥,=0Vg§ +
b, SR=30Q L b, SR=3Q
L 4

*
a) Subcircuito para V),

Figura 6.3. Construccién de subcircuitos para cada una de las fuentes de
alimentacion.

El segundo paso consiste en resolver cada uno de los subcir-
cuitos y calcular los voltajes v,’ y v,”. Para resolver cada uno de los
subcircuitos, se procede de la forma en que se solucionaron los cir-
cuitos mixtos (capitulo 2) o utilizando las férmulas de divisor de
corriente y divisor de voltaje (capitulo 3).
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A continuacién, se resuelven por separado cada subcircuito.

Calculamos v, a partir del subcircuito para V, de la Figura
6.3a.

Agrupamos las resistencias R, y R; en paralelo para poder
aplicar un divisor de voltaje ya que tienen el mismo voltaje v,. La
resistencia y el circuito equivalente se muestran en la Figura 6.4.

La resistencia equivalente en paralelo resulta.

C(R)(R) _ (BOA59)

- = =10
27 R,+R; 30+15Q
R =6Q
V,=42V +
+
C_) v_‘_’ R23 =1Q
——

Figura 6.4. Circuito equivalente para poder aplicar divisor de voltaje.

Utilizando el divisor de voltaje calculamos el voltaje v, tal
como se expresa en la ecuacién (6.8).

R33

R
e = Rz + Ry (6.8)

Sustituimos los valores y nos resulta.
vy = (42V) ——
» =210 6a
vy =6V (6.9)
Calculamos v,” a partir del subcircuito para Vy de la Figura
6.3b.
Agrupamos las resistencias R; y R, en paralelo para poder

aplicar un divisor de voltaje, ya que tienen el mismo voltaje v,". La
resistencia y el circuito equivalente se muestran en la Figura 6.5.

LINEALIDAD Y SUPERPOSICION
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La resistencia equivalente en paralelo resulta:

_RDRy) _ (60)3BQ)
27 R +R,  60+30

Ry=1.5Q
+ LY=525V
R'|2 = 2 Q L]_\ - <->
——

Figura 6.5. Circuito equivalente para poder aplicar divisor de voltaje.

Utilizando un divisor de voltaje calculamos el voltaje v, tal
como se expresa en la ecuacién (6.10).

. R12
= Yy —
Vx = VBR ¥R, (6.10)

Sustituimos los valores y nos resulta:

2Q
20+150Q

v, =3V (6.11)

vy = (5.25V)

En el tercer y tltimo paso, sumamos algebraicamente los vol-
tajes v, 'y v,” en uno solo para tener la ecuaciéon (6.12).

Uy = Uy + Uy (6.12)

Sustituimos los valores y obtenemos el voltaje que se pide en
el problema.

vy =6V+3V
vy =9V (6.13)

Obsérvese que este mismo problema se resolvié en el Ejem-
plo 1 del analisis con nodos del capitulo anterior, s6lo que en ese
problema el voltaje se llamo v,. Nétese que en ambos problemas el
resultado fue exactamente el mismo sé6lo que, en este caso, para
llegar al resultado se tuvieron que resolver por separado dos sub-
circuitos sencillos.

La diferencia con respecto al andlisis de nodos y de mallas es
que, al momento de resolver un problema utilizando el analisis por
superposicién, el procedimiento se centra en obtener un solo resul-
tado. En el caso del andlisis con nodos y mallas se calculan todos los
voltajes de nodo y todas las corrientes de malla respectivamente.
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Ejemplo 6-2. Utilizando el principio de superposicién, resolver el
mismo problema del ejemplo anterior, sélo que ahora para calcular
el voltaje v, marcado en el circuito de la Figura 6.6.

R, =6Q R,=15Q
— + v, - —
Vi=42 ¥ y V=525V
+ +
O wsa ()

Figura 6.6. Circuito para aplicar el analisis por nodos.
Respuesta.

Primero, al igual que en el problema anterior, se cuenta con dos
fuentes de voltaje independientes, V, y V3; por lo tanto, es nece-
sario construir dos subcircuitos para aplicar el principio de super-
posicién. En la Figura 6.7a y en la Figura 6.7b se muestra cémo
quedan construidos los subcircuitos para cada una de las fuentes
de alimentacién, haciendo cero la otra fuente de voltaje respecti-
vamente.

R=6Q R=135Q R=6Q Ry=15Q

WW

+

— VW —

I

a) Subcircuito para V,

AN AW AW
L O ) V=0V % + vy - V, =525V
R,=30Q
—_

b) Subcircuito para V

Figura 6.7. Construccién de subcircuitos para cada una de las fuentes de
alimentacién.

El segundo paso consiste en resolver cada uno de los subcir-
cuitos y calcular los voltajes v, y v,".

A continuacién, se resuelven por separado cada subcircuito.

Calculamos v,” a partir del subcircuito para V, de la Figura
6.7a. Se resuelve exactamente igual que en el ejemplo anterior, ya
que tanto R, y R; estdn en paralelo y tienen el mismo voltaje.

La resistencia y el circuito equivalente se muestran en la Fi-
gura 6.8.

La resistencia equivalente en paralelo resulta:

(RI(Ry)  (BOA59)

= = =1Q
Ry + R3 30+15Q

23
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Figura 6.8. Circuito equivalente para poder aplicar divisor de voltaje.

Utilizando el divisor de voltaje calculamos el voltaje v, tal
como se expresa en la ecuacion (6.14).

, R23

vy =Vp———
y A

Ras + Ry (6.14)

Sustituimos los valores y nos resulta:

1Q
10+60

vy =6V (6.15)

vy =(42V)

Calculamos v," a partir del subcircuito para Vj de la Figura
6.7b. En este caso, volvemos a calcular la resistencia equivalente
del paralelo entre R; y R,, sélo que ahora el voltaje que se busca no
es el de estas dos resistencias sino el voltaje de la resistencia R;. La
resistencia y el circuito equivalente se muestran en la Figura 6.9.

La resistencia equivalente en paralelo resulta:

RIR) _ (60)3EQ)

Rir = = =
27 R +R,  60+30Q

2Q

Ry=15Q

Figura 6.9. Circuito equivalente para poder aplicar divisor de voltaje.

Obsérvese que, de acuerdo con la convencién pasiva de sig-
nos, los signos que corresponden para la resistencia R; son inver-
tidos respecto del voltaje v,". Por lo tanto, a la hora de calcular el
voltaje en la resistencia R; con la fuente Vj se tiene que incluir un
signo negativo.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Utilizando un divisor de voltaje calculamos el voltaje v,” tal
como se expresa en la ecuacién (6.16).

R3

v v 3
Y B R3 + R12 (6.16)

Sustituimos los valores y nos resulta:

5257y 159
vy =7 150+20
vy =-225V (6.17)

En el tercer y tltimo paso, sumamos algebraicamente los vol-
tajes v,'y v,” en uno solo para tener la ecuacion (6.18).

vy =y + vy (6.18)

Sustituimos los valores y obtenemos el voltaje que se pide en
el problema:

vy =6V—-225V
vy =375V (6.19)

Observamos que, a pesar de que lo que se pide es un voltaje
muy parecido al del ejemplo anterior, existe una ligera diferencia al
estar ubicado en una posicién en la que uno de los voltajes resultd
invertido respecto del voltaje que se pide. Por lo tanto, se tuvo la
necesidad de colocar un signo negativo en la ecuacién (6.16) y al
momento de calcular el voltaje total se resté del otro voltaje.

Esto mismo puede aplicar para calcular la corriente, entonces,
se debe tener mucho cuidado con el anélisis que se hace para evitar
que se obtengan resultados equivocados.

Ejemplo 6-3. Aplicando el principio de superposicién calcular la
corriente i, que se indica en la Figura 6.10.

R =5Q Ry=6Q Rs=16Q

Vy=2.8V

)

Figura 6.10. Circuito para calcular una corriente aplicando el principio de
superposicion.

Primero se construyen los dos subcircuitos que resultan por
las dos fuentes de voltaje independientes V, y V. En la Figura 6.11
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y en la Figura 6.12 se muestra cémo quedan construidos los sub-
circuitos para cada una de las fuentes de alimentacién, haciendo
cero la otra fuente de voltaje respectivamente. También se muestra
(en color gris) cdémo queda marcada cada una de las corrientes (en
color gris) que se obtienen para cada circuito con sus respectivas
fuentes de voltaje y de acuerdo con la convencién pasiva de signos.

R=5Q Ry=6Q Ry=16Q

Figura 6.11. Subcircuito para el voltaje V,.

Figura 6.12. Subcircuito para el voltaje V.

El segundo paso consiste en resolver cada uno de los subcir-
cuitos y calcular las corrientes i, e i,".

Para calcular i, a partir de la Figura 6.11 se observa que se
pueden agrupar las resistencias R, y Rs en paralelo para quedar
como se aprecia en la Figura 6.13.

C(RD(R9) _ (40)(160)

Rys = = =320
TRy +Rs  40+16Q
R1=SQ__..*'X Ri=6Q Ry
V, =80V |

Figura 6.13. Simplificacién de dos resistencias en paralelo.
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La resistencia R; queda en serie con la resistencia R,s y todo
este conjunto, a su vez, en paralelo con la resistencia R,. A todo este
grupo de resistencias les llamaremos R, y al voltaje de esta resisten-
cia lo llamaremos V,. En la Figura 6.14 se muestra cémo queda re-
presentada la resistencia R, y el voltaje V,.

_ (R +Rys)(Ry)  (920)(100)
(R3+Rss) +R, 9204100

5 =4790

Figura 6.14. Simplificacién del circuito para poder calcular la corriente iy.

Utilizando un divisor de voltaje calculamos el voltaje V,, tal
como se expresa en la ecuacién (6.20).

Ve = VX
X AR)(+R1 (6.20)

Sustituimos los valores del subcircuito en la ecuacién anterior
y nos resulta:

Ve = (80V) 4.79 Q
X 4790 +50
VX =39.14V (6.21)

Con el voltaje V, se puede calcular la corriente i,,’ ya que este
voltaje es el que se aplica a la suma de las resistencias Rz y Rys que
estan conectadas en serie. Por lo tanto, la corriente i, se calcula con
laley de Ohm aplicada en esa rama del subcircuito con la ecuacién
(6.22).

Vx
R3 + Rys (6.22)

L

Sustituimos los valores y resulta:

. 3914V
T ea+320

iy =425A (6.23)
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Para calcular i,” a partir de la Figura 6.12 se observa que se
pueden agrupar las resistencias R; y R, en paralelo para quedar
como se aprecia en la Figura 6.15.

CRD®R)  (50)100)

Ri, = = =3.330
27 R/ +R, 50+100Q
R/ Ry=6Q CR=16Q
.
M AW

V=28V

iy . B
§ R!Z R4 <+>
333 4Q

Figura 6.15. Simplificacién de dos resistencias en paralelo.

La resistencia R;, queda en serie con la resistencia R; y todo
este conjunto a su vez en paralelo con la resistencia R,. A todo este
grupo de resistencias les llamaremos Ry y al voltaje de esta resis-
tencia lo llamaremos Vy. En la Figura 6.16 se muestra cémo queda
representada la resistencia Ry y el voltaje Vy.

R +RIRY) _(9330)(40)

2.80Q

Y " (R, +R3)+R, 9330+40
Ri=16Q
- Vy=2.8V
280
+

Figura 6.16. Simplificacién del circuito para poder calcular la corriente i,.

Utilizando un divisor de voltaje calculamos el voltaje Vy tal
como se expresa en la ecuacion (6.24).

Ry

Vy = Vg ——
Y= B R, + R

(6.24)

Sustituimos los valores del subcircuito en la ecuacién anterior
y nos resulta:
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2.80
280+ 160Q

Vy = 0417V (6.25)

Vy = (2.8V)

Con el voltaje Vy se puede calcular la corriente i, ya que este
mismo voltaje es el que se aplica a la suma de las resistencias R,
y R3 que estan conectadas en serie. Por lo tanto, la corriente i," se
calcula con la ley de Ohm aplicada en esa rama del subcircuito con
la ecuacién (6.26).

o W
T Riz + R3 (6.26)
Sustituimos los valores y resulta:
. 0417V
* T3330+60
iy =0.044,69A (6.27)

En el tercer y dltimo paso, sumamos algebraicamente las co-
rrientes i, y i,"en una sola para tener la ecuacién (6.28).

Iy = Iy + iy (6.28)

Sustituimos los valores y obtenemos la corriente que se pide
en el problema.

iy =425A+0.044,69 A
Iy = 4.294,69 A (6.29)

Obsérvese que en ambos subcircuitos la direccién de la co-
rriente coincidié con la direccién de corriente buscada, por esa ra-
z6n ambos valores de corriente fueron positivos y se sumaron.

Este mismo valor de corriente i, se calculé resolviendo el mis-
mo problema con el anélisis de mallas (capitulo 4, Ejemplo 2). Sélo
que, con el analisis de mallas, se tuvo que resolver un sistema de
tres ecuaciones con tres incdgnitas y la corriente se llamé I,.
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Ejemplo 6-4. Aplicando el principio de superposicién calcular el
voltaje v, que se muestra en el circuito de la Figura 6.17.

R =6Q
V,=42V + I,=4A
vy SR, =30

p Ri=15Q

0=
Figura 6.17. Circuito fuente de voltaje y fuente de corriente para aplicar el
principio de superposicién.

Respuesta.

Es un circuito con dos fuentes independientes, una de voltaje (V)
y una de corriente (I), por lo tanto, se deben construir dos subcir-
cuitos, uno para cada fuente de alimentacién. En la Figura 6.18 se
muestra la construccién del subcircuito utilizando la fuente de volta-
je independiente e indicando las direcciones de corrientes de acuer-
do con la convencién de signos pasiva. De igual forma, en la Figura
6.19 se presenta el subcircuito para el caso de la fuente de corriente,
y en donde ademas se observa que la polaridad del voltaje en v, es
invertida respecto del valor que se estd buscando.

R=6Q . R=150
—WW WW—s
V=42V + $ =0A

+
C_) vbl R2=3Q
®

0=
Figura 6.18. Subcircuito para la fuente de voltaje V.

R,=6Q

—AW\

p Ri=150Q

OT

Figura 6.19. Subcircuito para la fuente de corriente I.

En el segundo paso calculamos los valores de v, y v," en los
subcircuitos.
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Calcular el valor de v, a partir de la Figura 6.18 resulta muy
sencillo ya que sélo se tienen conectadas las resistencias R; y R,
a la fuente de voltaje. La resistencia R; no se considera porque la
terminal que estaba conectada a la fuente de corriente quedé en
circuito abierto.

Utilizando un divisor de voltaje calculamos el voltaje v, tal
como se expresa en la ecuacién (6.30).

R,

vy = Vg —e—
b= AR, + Ry

(6.30)

Sustituimos los valores y nos resulta:

3Q
30+60Q

vy, =14V (6.31)

vy, = (42V)

Calcular el valor de v," a partir de la Figura 6.19 resulta tam-
bién sencillo ya que, al tratarse de una fuente de corriente que se
separa entre las resistencias R; y R,, un simple divisor de corriente
es suficiente para medir el valor de la corriente a través de la resis-
tencia R, y por lo tanto para calcular inmediatamente el voltaje v;".

Utilizando un divisor de corriente calculamos la corriente a
través de la resistencia R, con la ecuacién (6.32).

Ry

Ipy = [g ———
R2 = BRI+ R, (6.32)

Sustituimos los valores y nos resulta:

Ino = (4 A) 60
Rz = 60+30Q
Iry = 2.666 A (6.33)

Con este valor de corriente se calcula de forma directa el vol-
taje v,", sélo se debe observar que la corriente (Ip,), que esta cir-
culando a través de la resistencia R,, produce un voltaje invertido
( ) respecto del que estamos buscando (signos negros).
Por lo tanto, se debe incluir un signo negativo en la expresién para
obtener la polaridad del voltaje que se pide.

vp = —(Ig2) (Ry)
v, =—(2.666A)(30Q)
vy, =-7.998V~ -8V (6.34)

En el tercer y ultimo paso, se suman algebraicamente los vol-
tajes v,y v,” en uno solo para tener la ecuacién (6.18).
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vy =vp + vp (6.35)

Sustituimos los valores y obtenemos el voltaje que se pide en
el problema.

vp =14V -8V
vy, =6V (6.36)

Este mismo problema se resolvié con el andlisis de nodos (Ca-
pitulo 5, Ejemplo 5-6); en él, se calculé este y todos los voltajes de
nodo, pero se tuvo que resolver un sistema de dos ecuaciones con
dos incégnitas.

Ejemplo 6-5. Aplicando el principio de superposicién calcular el
voltaje V, y las corrientes I, I e I marcadas en el circuito de la
Figura 6.20.

@
5.6A ] + | el 2A
18 v. 90
0.17,
—t

0=
Figura 6.20. Circuito con fuente de corriente dependiente de voltaje para aplicar
el principio de superposicién.

Respuesta.

A pesar de que se piden cuatro valores, en realidad sélo es necesario
calcular el valor del voltaje V, y a partir de éste se calcula el resto.
Al igual que para los ejemplos anteriores, lo primero que se
debe hacer es construir un subcircuito para cada una de las fuentes
de corriente independientes. En la Figura 6.21 y la Figura 6.22 se
muestran los dos subcircuitos que resultan del circuito original.

’

5.6 A + 5]

D g

Icl

L ]
[> 90 0A
i 0.1V, !

o=

Figura 6.21. Subcircuito para la fuente de corriente de 5.6A.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



R 24
N lgﬁg . <12V“ ég D
e

Figura 6.22. Subcircuito para la fuente de corriente de 2 A.

El segundo paso consiste en resolver cada uno de los subcir-
cuitos y en ellos calcular V,'y V,” respectivamente.

Resolvemos el subcircuito de la Figura 6.21 para la fuente
de corriente de 5.6 A. Al tratarse de un circuito formado por dos
nodos, se resuelve como los ejemplos explicados en el capitulo 3.
Aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo superior de
la Figura 6.21 y nos resulta la ecuacién (6.37).

z Ientran = z Isalen

5.6 A= IA,+IB,+IC, (6.37)
Definimos cada una de las corrientes en funcién del voltaje
V..
Para la corriente I, se tiene:
v
Iy =
47180
(6.38)
Para la corriente I se tiene:
Ig" = —0.1V,’ (6.39)
Para la corriente I se tiene:
W
IC = -
90 (6.40)

Sustituimos las ecuaciones (6.38), (6.39) y (6.40) en la ecua-
cién (6.37). Para facilidad en los célculos se omiten las unidades y
resulta la ecuacién (6.41).

’

Vi NV

De la ecuacién anterior despejamos el valor del voltaje V,'y
nos resulta:
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Vi vV
56 =— — 0.1V, +—

18 9
1 1
56 = Vx <E—01+§)
o 5.6
=
(f5-01+3)
V' =83.99V =84V (6.42)

Por lo tanto, al sustituir el voltaje V, se obtienen los valores
de las corrientes I, Iz e I~

180 (6.43)

Para la corriente I se tiene:

. A A
I5'=—015 V'=-015 (84V) =—84A

\/ (6.44)
Para la corriente I se tiene:
Ic” = i1 —84V—9333A
©79a 90 ~ (6.45)

Ahora resolvemos el subcircuito de la Figura 6.22 para la
fuente de corriente de 2 A. También se trata de un circuito con dos
nodos, por lo tanto, se resuelve de la misma manera que el circuito
anterior. Aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo
superior de la Figura 6.22 y nos resulta la ecuacién (6.46).

Z Ientran = z Isalen

0A = IA”+IB”+IC”+2A (6.46)
Definimos cada una de las corrientes en funcién del voltaje
V..
Para la corriente I, se tiene:
. W
IA =
180 (6.47)
Para la corriente I" se tiene:
Ig” = —0.1V," (6.48)
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Para la corriente I." se tiene:

V" (6.49)

Lo
¢ T9q

Sustituimos las ecuaciones (6.47), (6.48) y (6.49) en la ecua-
ci6én (6.46). Para facilidad en los célculos se omiten las unidades y
resulta la ecuacién (6.50).

rr

Ve o~V
0= E + (=0.1,") + T + 2 (6.50)

De la ecuacién anterior despejamos el valor del voltaje V" y
nos resulta:

rr

|/ |74
O:i;_01%”+j;

18 9
2=V (%3 ~01 +%)
(6.51)
qu — 1 _2 1
(75-01+3)
= —30V

Por lo tanto, al sustituir el voltaje V,”se obtienen los valores
de las corrientes I, Iz" e I

=9V i666a (6.52)
4 T80 :

Para la corriente I” se tiene:

. A A
Ip" =015 k"=-015 (-30V)=3A

(6.53)
Para la corriente I" se tiene:
or=d 0V 3333
© T9a 90 T (6.54)

En el tercer y ultimo paso, se suman algebraicamente los vol-
tajes V, y V., las corrientes I, con I, Iz con Iz" e I~ con I, respec-
tivamente para obtener los valores de voltaje y corriente que se
piden en el problema tal como se aprecia en las ecuaciones (6.55) a
(6.58) resultando:

Ve =V + 1”7

Ve =84V—30V=54V (6.55)
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Li=IL 41"
Iy =4.666 A—1.666 A=3A (6.56)
Ig =1g" +1Ig”
Igp=—-84A+3A=-54A (6.57)

IC = IC, + IC”

Ic =9333A—-3333A=6A (6.58)

Este mismo problema se resolvié en el capitulo 3 en el tema
de Analisis de circuitos de un par de nodos (Ejemplo 3-3).

(CUANDO ES CONVENIENTE APLICAR
EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION?

El principio de superposicién es muy ttil cuando se trata de resol-
ver circuitos de pocas resistencias y con pocas fuentes de alimenta-
ci6én (dos o tres mdximo), ya que, con la reduccién de resistencias
en serie, paralelo y mixta y con la aplicacién de divisores de voltaje
y de corriente, se puede obtener con relativa sencillez el voltaje o la
corriente que se busca. De esta manera se puede evitar la necesidad
de resolver sistemas de ecuaciones simultaneas con dos, tres o mas
incégnitas. Sin embargo, para muchos otros casos, la aplicacién
del principio de superposicién no refleja una ventaja significativa
frente a los métodos ya explicados en capitulos anteriores, debido
a que, para resolver cada subcircuito, probablemente sea necesario
hacer transformaciones estrella-delta o incluso haya necesidad de
utilizar los métodos de mallas o de nodos. En esos casos, es preferi-
ble utilizar alguno de esos métodos para resolver el circuito ya que,
con seguridad, el circuito sera resuelto mucho mas rapido.

Por otro lado, existen circuitos eléctricos en los que aplicar el
principio de superposicién es la tnica alternativa para poder ana-
lizar y resolver el problema. Esta clase de circuitos es aquella en
la que conviven simultidneamente fuentes o sefiales de corriente
directa (Vp) y fuentes o sefiales de corriente alterna (V,) (sefiales
periddicas que varian en el tiempo). En la Figura 6.23 se muestra el
ejemplo de un circuito que estd integrado por una fuente de voltaje
de corriente directa (Vp) conectada a un arreglo de resistencias
y en el que también estd conectada a una fuente de voltaje de co-
rriente alterna (V).
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1.2 kQ X 3 kO

Vep=4.8V + Vey=4V
+ +
- Uy 6 kQ ~
0 r—

Figura 6.23. Circuito con la presencia de dos fuentes de alimentacién, una de
corriente directa Vep y otra de corriente alterna V.

Para este problema, sera suficiente con interpretar que el vol-
taje de corriente alterna (V) tiene la forma que se muestra en
la Figura 6.24. Se trata de una sefial de voltaje que oscila su valor
entre +4 Vy -4 V pasando por 0 V de forma periédica. Este tipo de
sefales se estudiardn mds a fondo en el curso de circuitos eléctricos
de corriente alterna.

8V
6V
v
2V
ov
-2V
-4V
-6V
-8V
Oms 1ms 2ms

Figura 6.24. Sefial de voltaje de corriente alterna Vs (Fuente: Sefal obtenida
mediante el simulador de circuitos eléctricos LTspice ~ANALOG-DEVICES, 1999-).

Para resolver este circuito y obtener el voltaje v, se hace exac-
tamente igual que como se resolvieron los ejemplos anteriores, es
decir, para cada fuente de voltaje (ya sea de corriente alterna o de
corriente directa), se tiene que construir un subcircuito y resolver-
lo por separado para calcular v, con cada fuente y, al final, sumar
los resultados.

Para calcular v, con la fuente de voltaje de corriente directa el
subcircuito que resulta se aprecia en la Figura 6.25.

1.2 kQ2 x 3kQ

Vep =48 v+ + Ve =0V
(_) v, S 6kQ
1
0=

Figura 6.25. Subcircuito para la fuente de voltaje de corriente directa Vep.
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El circuito se reduce para calcular v,; las resistencias de 6 kQ2
y de 3 k€2 se agrupan en paralelo, resultando una resistencia equi-
valente de 2 kQ. Al estar ambas resistencias en paralelo entonces
tienen el mismo voltaje. Con un divisor de tensién entre la resis-
tencia de 1.2 k€ y la resistencia equivalente de 2 k< el resultado
del voltaje v, queda de la siguiente manera:

_y 2k0 oy 2K
Ve =V ora 2k V12K + 2k

v, =3V (6.59)

Para la fuente de voltaje de corriente alterna el subcircuito
para calcular v,” resulta como se aprecia en la Figura 6.26.

1.2 kQ2 X 3 kQ

Vep=0V ] + Vey=4V
V> 6 kQ
[ ]
0~

Figura 6.26. Subcircuito para la fuente de voltaje de corriente alterna Vea.

Para calcular v,” se agrupan en paralelo las resistencias de
1.2 kQ y de 6 kQ, resultando una resistencia equivalente de 1 k<.
Al estar ambas resistencias en paralelo entonces tienen el mismo
voltaje. Con un divisor de tensién entre la resistencia de 3 kQ y la
resistencia equivalente de 1 kQ el resultado del voltaje v,” queda de
la siguiente manera:

oy 10, 1Ko
Vr TV 0T 1Kk 3Kk0 + 1kQ
vy =1V (6.60)

Esto significa que la sefial de corriente alterna (V,) contribu-
ye en la resistencia de 6 kQ2 con un voltaje de 1V, pero de corriente
alterna. Esta sefal estard oscilando alternadamente entre +1 V'y
-1 V pasando por 0 V de forma periédica.

Para obtener la respuesta completa, s6lo se suman eléctrica-
mente las sefiales de voltaje que se obtuvieron tal como se expresa
en la ecuacién (6.61), pero en esta ocasion la suma se dejard indica-
daya que se trata de sefiales de distinta indole. Como ya se mencio-
né desde el principio del problema, una es de voltaje de corriente
directayla otra es de voltaje de corriente alterna. Matematicamen-
te éste seria el resultado que se obtendria ya que no se pueden su-
mar directamente las sefiales por ser de distinto tipo.
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6V
5V
4V
3V
2V
1V
ov
-1V
-2V

0 ms

Ve =V + Uy
Uy = 3 VCD + 1 VCA (6.61)

Una forma grafica de comprender lo anterior se ilustra en
la secuencia de figuras que se presentan a continuacién. En la Fi-
gura 6.27a se muestra v, y la forma en que se grafica; en ella se
observa que se trata de un valor constante de voltaje de 3 V todo
el tiempo, mientras que en la Figura 6.27b se muestra v,’, de la
cual se observa que es una sefial de voltaje que esté variando en
el tiempo y su valor oscila entre +1 Vy -1V, pasando por 0 V de
forma periédica.

6V
’ 5V v,”
4V
3V

a)

2V
1V
oV
-1V
-2V

1ms 2 ms 0 ms 1ms 2 ms

b)
Figura 6.27. Contribucién de voltaje de cada una de las fuentes a la resistencia
de 6 kQ. a) La fuente de voltaje de corriente directa aporta 4 V constantes
mientras que b) la fuente de corriente alterna contribuye con 1 V que se alterna

de positivo a negativo. (Fuente: Sefiales obtenidas mediante el simulador de
circuitos eléctricos LTspice ~ANALOG-DEVICES, 1999-).

Al momento de sumarse eléctricamente ambas sefiales en el
circuito de la Figura 6.23, la sefial v, serd una sefial de 3 Venla que
se superpone (superposiciéon) la sefial de +1 V teniendo puntos de
voltaje maximo de 4 Vy puntos de voltaje minimo de 2 V tal como
se aprecia en la Figura 6.28.

6V
5y v, = v, +V,
4V
3V
2V
1V
ov

-1V

2V
0 ms 1ms 2 ms

Figura 6.28. Resultado de sumar una sefial de voltaje de corriente directa v, y una
sefial de voltaje de corriente alterna v,” en la resistencia de un circuito eléctrico.
(Fuente: Senal obtenida mediante el simulador de circuitos eléctricos LTspice
(ANALOG-DEVICES, 1999).
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RESUMEN Y CONCLUSION

En este capitulo, se present6 la técnica de anélisis de circuitos utilizan-
do la propiedad de linealidad en los circuitos eléctricos. Esta propiedad
establece que si el circuito estd integrado Gnicamente por componen-
tes lineales como resistencias, inductores o capacitores, entonces se
puede analizar por separado para cada una de las fuentes de alimen-
tacién y después sumar los resultados obtenidos con cada una de las
fuentes y formar una respuesta completa. Las fuentes de alimentacién
pueden ser de voltaje o de corriente y en el circuito puede haber fuen-
tes dependientes, pero estas no se analizan por separado.

Esta técnica de andlisis resulta ttil y practica para circuitos que
estan conformados por pocos elementos y pocas fuentes de alimen-
tacion. En este capitulo se resolvieron paso a paso distintos ejerci-
cios utilizando fuentes de voltaje, fuentes de corriente y fuentes de-
pendientes. En cada ejemplo se construyeron los subcircuitos que se
derivaron de cada ejercicio y se calcularon por separado todos y cada
uno de ellos para después sumarse y obtener la respuesta total.

Si los circuitos que se van a resolver se dividen en mas de 3
subcircuitos o si es necesario hacer transformaciones complejas
como de estrella a delta o de delta a estrella, o si para cada subcir-
cuito se debe utilizar otra técnica de analisis como el método de
mallas o de nodos, entonces no es recomendable utilizar el anali-
sis de superposicién. Es preferible seleccionar desde un principio
dichas técnicas de andlisis, ya que por el método de superposicién
resultard mucho mds tardado y probablemente confuso.

Sin embargo, la técnica de andlisis de superposicién encuentra
enorme utilidad en el andlisis de circuitos en los que conviven sefia-
les de corriente directa y corriente alterna, ya que es la tnica forma
en la que se pueden analizar dichos circuitos. En este capitulo, se
incluye al final el anélisis de un circuito con estas caracteristicas.

PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para poner en
practica lo aprendido del analisis de circuitos utilizando el método
de superposicién. Se debera calcular el voltaje o la corriente indica-
da en cada uno de los problemas siguientes.

Prob. 6.1. Figura 6.29.

(Sol. v, =20 V).

(Y}A

—

_/

4Q

MW
—_— 10A

- O

1 60
-

Figura 6.29.
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Prob. 6.2. Figura 6.30.

(Sol. v, =21V).

=5A
Figura 6.30.
Prob. 6.3. Figura 6.31
(Sol. v, =5.52 V).
3kQ Y% 43kQ2
a b c d
15V 4 mA
3.3kQ 3.9 kQ
3.6 kQ
e
g L amw—s
Figura 6.31.
Prob. 6.4. Figura 6.32.
(SOl Vo = 6 V)
1Q
2Q 3Q
10V 3V 12V
© ®
40

Figura 6.32.
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Prob. 6.5. Figura 6.33.

(Sol. v, = 27.97

Figura 6.33.

V).

30Q

Prob. 6.6. Figura 6.34.

(SOI vy = 5 VCD +2 VCA)

10 kQ 10 kO
Veo 15 v * = 6 v
© ®
i} ~
Figura 6.34. -
Prob. 6.7. Figura 6.35.
(Sol. I, =3 A).
R =5Q R,=5Q R,=10Q
” MWW ., MWW WW "

ol

Figura 6.35.
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Prob. 6.8. Figura 6.36.
(Sol. I, =3 A).

R=5Q Ry=15Q

AW AMW—
D4 53 &3 a0

Figura 6.36.
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INTRODUCCION

La transformacién de fuentes es una técnica que consiste en inter-
cambiar una fuente de voltaje conectada en serie con una resis-
tencia, por una fuente de corriente conectada en paralelo con una
resistencia (Andlisis de circuitos por teoremas, 2017). Si en el cir-
cuito se tiene conectada una carga con dos terminales, ésta reci-
bira el mismo voltaje de salida v, y la misma corriente de salida i,
independientemente del tipo de circuito que lo esté alimentando
(Salazar Gémez, 2008). En la zona punteada de la Figura 7.1ay b
se muestra como se pueden intercambiar estos dos circuitos man-
teniendo la resistencia R igual para ambos y la carga sigue mante-
niendo el mismo voltaje v, y la misma corriente i,.

. +
i

fﬁl +
. s
, | Carga < — I) R<v; v, | Carga

a)

b)
Figura 7.1. Circuitos equivalentes utilizando la transformacién de fuentes.

Para conseguir esta transformacién de fuentes, es necesario
establecer una relacién entre ambos circuitos a partir de los datos
que se encuentran presentes en cada uno de ellos. La forma de ga-
rantizar que esta igualdad de condiciones eléctricas se cumple en
ambos circuitos es igualando ambos voltajes de salida v, o ambas
corrientes i, y obtener la relacién entre los dos circuitos. En este
caso, igualaremos los voltajes de salida de los dos circuitos para
conseguir la relacién entre ambos.

Aplicamos la ley de voltajes de Kirchhoff en la Figura 7.1a
para obtener el primero de los voltajes v, y resulta la ecuacién (7.1).

—U5+i0R+UO=0V
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Despejamos v, y obtenemos:
vo = US - ioR (71)

Ahora, para obtener el segundo voltaje v, a partir de la Figura
7.1b es necesario calcular la corriente que circula a través de la re-
sistencia R, ya que el voltaje de la resistencia vy es el mismo que v,
por estar ambos en paralelo.

Aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo supe-
rior de la resistencia R en el circuito de la Figura 7.1b, y resulta:

is = lR + io
Despejamos la corriente iy para tener la ecuacion (7.2).

Con la corriente i y la resistencia R aplicamos la ley de Ohm
para obtener el valor de vp.

Vp = iRR

Sustituimos el valor de la corriente iy a partir de la ecuacién
(7.2) y nos queda:

vR =(is — ip)R
Simplificamos y nos resulta la ecuacién (7.3).

Igualamos la ecuacién (7.1) con la ecuacién (7.3) y sustitui-
mos sus respectivos valores.

vo = vR
Us - loR = lsR - loR
Simplificamos y obtenemos la ecuacién (7.4) y por ende

Vs = iR (7.4)

Y por consiguiente la ecuacién (7.5) resulta para calcular la
fuente de corriente.

Vs

=
* R (7.5)

Obsérvese que ambas fuentes se relacionan a través de la re-
sistencia R mediante la ley de Ohm. Es decir, para calcular el valor
de la fuente de voltaje vg es suficiente con multiplicar el valor de
la fuente corriente is por la resistencia R, y para calcular el valor
de la fuente de corriente iy es suficiente con dividir el valor de la
fuente de voltaje vg entre la resistencia R (Flores-Oropeza, 2020).
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CONSIDERACIONES GENERALES PARA UTILIZAR
CORRECTAMENTE LA TRANSFORMACION
DE FUENTES

Tomado y modificado de (Hayt et al., 2007).

a) Solo se pueden transformar fuentes de voltaje en serie con re-
sistencias, o fuentes de corriente en paralelo con resistencias.

b) Al transformar una fuente de voltaje en una fuente de co-
rriente, la corriente apuntard en la direccién de la terminal
positiva de la fuente de voltaje.

¢) Altransformar una fuente de corriente en una fuente de vol-
taje, la terminal positiva de la fuente de voltaje estara orien-
tada en la direccién de la flecha de la fuente de corriente.

d) Al transformar una fuente de corriente en una fuente de
voltaje, la resistencia quedara conectada en serie, por lo
tanto, se podra colocar antes o después de la fuente de vol-
taje, siempre y cuando siga conectada en serie.

e) En la transformacién de fuentes lo que se mantiene cons-
tante es la corriente y el voltaje que se entregan a la “carga”.

f) La fuente y la resistencia que se transforman pierden sus
caracteristicas eléctricas originales, esto significa que no
se debe transformar aquella parte o partes del circuito en
donde se necesita calcular el valor de lo que se pide.

g) Sien el circuito se involucran fuentes dependientes, enton-
ces tampoco se podra modificar aquel o aquellos elementos
de los que depende la corriente o el voltaje que controla ala
fuente dependente.

Pasos para aplicar la transformacién de fuentes

A continuacién, se proponen tres pasos para resolver un circuito
eléctrico utilizando la transformacién de fuentes.

Paso 1.

Identificar el elemento o grupo de elementos en donde se debe cal-
cular la corriente o voltaje y verificar la conexién de las fuentes.

Es importante identificar la parte del circuito para la cual se
debe calcular la corriente, el voltaje o la potencia, ya que esta par-
te del circuito se debe dejar sin modificar durante todo el andlisis
del circuito. Verificar las fuentes significa revisar que las fuentes de
voltaje tengan al menos una resistencia conectada en serie, y que
las fuentes de corriente tengan al menos una resistencia conectada
en paralelo de lo contrario no se podrin transformar.

Paso 2.

Transformar las fuentes y simplificar el circuito.

Se transformaran todas las fuentes de corriente o voltaje que
se puedan y que ayuden a simplificar el circuito. Una vez realizadas
las transformaciones, se redibuja el circuito resultante y se simpli-
fican las resistencias que quedan conectadas en serie o en paralelo.
Lo mismo ocurrird para las fuentes de voltaje y de corriente trans-
formadas, de ser posible, también se deberdn simplificar con otras
fuentes.

TRANSFORMACION DE FUENTES
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Paso 3.

Calcular lo que se pide en el problema, si ain no se puede, entonces
volver a transformar las fuentes hasta que sea posible.

En general con pocas transformaciones se puede reducir el
circuito hasta un punto en el que se pueda calcular con facilidad
la corriente o el voltaje que se pide. En algunos casos, es necesario
continuar haciendo transformaciones hasta que quede reducido el
circuito en un solo lazo o en dos nodos. Normalmente el circuito
se podra simplificar hasta un punto en el que se pueda aplicar un
divisor de tensién o un divisor de corriente para calcular la corrien-
te o voltaje que se busca. En casos especiales, a pesar de aplicar la
transformacién de fuentes, no serd posible obtener con facilidad lo
que se pide a menos que se haga uso de alguna de las otras técnicas
ya estudiadas como el analisis de mallas, nodos o superposicién.

ANALISIS DE CIRCUITOS UTILIZANDO
LA TRANSFORMACION DE FUENTES

A continuacién, se presenta una serie de ejemplos para mostrar la
manera en que se aplica la transformacién de fuentes en los circui-
tos eléctricos.

Ejemplo 7-1. Utilizando la transformacién de fuentes, en el cir-
cuito de la Figura 7.2, calcular el voltaje V,, y la corriente I,,.

Vy MWW | (2,
12V R, =4Q \lf

+ Ry
R,=6Q 130 v,

Figura 7.2. Ejemplo para aplicar la transformacién de fuentes en un circuito sen-
cillo.

Solucién.

Primero, identificamos que la fuente de voltaje V; se encuentra
conectada en serie con la resistencia R, tal como se indica en la Fi-
gura 7.3. Recordemos que para transformar una fuente de voltaje
la resistencia debe estar conectada en serie con la fuente. De igual
manera, la resistencia Rz no se modifica ya que es donde se necesi-
ta calcular la corriente y el voltaje.
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Figura 7.3. Fuente de voltaje en serie con una resistencia para poder aplicar la
transformacién de fuentes.

Como segundo paso, se utilizan las férmulas para transformar
la fuente y la resistencia. Aplicamos la ecuacién (7.5) y la definimos
para las variables que se utilizan en el circuito de la Figura 7.3.

Ve 12V
IT=—=—
Ry~ 4Q

De esta manera se puede calcular el valor de la fuente de co-
rriente equivalente, resultando el valor de la ecuacién (7.6).

I;=3A (7.6)

Colocamos el valor de corriente calculada en paralelo con la
resistencia R; tal como se muestra en la Figura 7.4. Observamos
que la direccién de la corriente apunta hacia arriba, que es donde se
encontraba la terminal positiva de la fuente de voltaje V.

.IT . _ [()
3A ‘l’.|.
A Rl R2 R3

40 60 327,

Figura 7.4. Fuente de corriente Ir y resistencia R, transformadas a partir de la
fuente de voltaje Vry de la resistencia R;.

Ya con el circuito da la Figura 7.4 se puede simplificar agru-
pando en paralelo las resistencias R; y R, para obtener una sola
resistencia que se encuentre en paralelo con la fuente de corriente
I;. La resistencia equivalente se calcula con la ecuacion (2.4), el re-
sultado de este calculo se muestra en la ecuacién (7.7).

TRANSFORMACION DE FUENTES

339



340

_ RR,  (40)(69Q)
" Ri+R, 4Q0+6Q

Ri; =240 (7.7)

R1z

En la Figura 7.5 se muestra cémo queda el circuito simplifica-
do con una resistencia en paralelo a la fuente de corriente. El cir-
cuito, al tener tnicamente dos nodos, ya se encuentra lo suficiente-
mente simplificado para poder aplicar un divisor de corriente y cal-
cular con facilidad la corriente que circula a través de la resistencia
R;. Sin embargo, y para seguir ejemplificando la transformacién de
fuentes, se continuara con otra transformacién para representar el
circuito en un solo lazo. En la Figura 7.5 se observa también que
la fuente de corriente estd en paralelo con la resistencia equiva-
lente R;,. También estad en paralelo con la resistencia R; pero es
suficiente hacer la transformacién de fuentes usando una sola de
las resistencias conectada en paralelo. Ademas, debemos recordar
que la resistencia R; no se debe modificar en el proceso de andlisis
del circuito.

I I
3A ‘l’.|.

1 Ry, Rs
240 3Q27,

Figura 7.5. Fuente de corriente en paralelo con una resistencia para ser transfor-
mada a una fuente de voltaje en serie con la resistencia.

Reescribimos la ecuacién (7.4) con las variables utilizadas en
la Figura 7.5 para poder calcular el valor de la fuente de voltaje,
resultando la ecuacién (7.8).

V" = IrR1
Vr'=BA)R40)=72V (7.8)

Se ha escrito el nuevo voltaje transformado como V; para dis-
tinguirlo del voltaje original V. En la Figura 7.6 se muestra cémo
queda el circuito equivalente con la nueva fuente de voltaje y con la
resistencia R;, conectada en serie. En la Figura 7.6 se aprecia tam-
bién que todo el circuito quedé construido en un solo lazo. De igual
manera se observa que el signo positivo de la fuente se ha colocado
hacia donde apunta la flecha de la fuente de corriente.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Figura 7.6. Circuito equivalente después de transformar la fuente de corriente por

una fuente de voltaje.

A partir de la Figura 7.6 es posible observar que el voltaje V,
se puede calcular mediante un divisor de voltaje con la ecuacién

(3.1) y a partir de este voltaje con la ley de Ohm la corriente I,,.

Vo =Vr’

Aplicamos la ley de Ohm para calcular la corriente en la resis-

tencia R; quedando.

Notas del ejercicio: Se traté de un ejemplo muy sencillo que ade-
mas se puede resolver mucho mas facilmente analizdndolo como un
circuito de conexiones mixtas igual que los estudiados en el capitulo
2. Sin embargo, el ejemplo se utilizé para explicar paso a paso cémo
se llevan a cabo las transformaciones de fuentes, y a partir de este

R3 + R12

v, =4V

V4V
" R; 30
I, =1.333A

=(7.2V)

3Q

30+240Q

ejercicio poder resolver otros de mayor dificultad.

Ejemplo 7-2. En el circuito de la Figura 7.7, y utilizando transfor-
macion de fuentes, calcular el voltaje V.

R,=100

IA
5A

®

Figura 7.7. Circuito con dos fuentes de corriente para resolver con transforma-

cién de fuentes.
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Solucién.

Como primer paso, identificamos el elemento que no podemos mo-
dificar y en el que se calcular el voltaje V,, en este caso se trata de
la resistencia R,. De igual manera, en el circuito se tienen dos fuen-
tes de corriente, cada una conectada en paralelo con una resisten-
cia y las cuales se pueden transformar para simplificar el andlisis
del circuito, esto se aprecia en la Figura 7.8.

. . . R,=10Q .
1, AMWN—— 1,
' 5A + v - 6A
| RI R3
40 20

Figura 7.8. Fuente de corriente y su respectiva resistencia en paralelo.

Aplicamos la ecuacién (7.4) para cada una de las fuentes de
corriente con su resistencia y de esta manera obtener las respecti-
vas fuentes de voltaje.

Para la fuente I, tenemos:

Vy=L4R =GAMAQ) =20V
Para la fuente I; tenemos:

Vg =IgR3 = (6A)(2Q) =12V

Redibujamos el circuito como aparece en la Figura 7.9 y colo-
camos las resistencias en serie con las fuentes de voltaje. Observe-
mos que el signo positivo de la fuente V, estd en la parte superior
tal como apunta la fuente de corriente I, en la Figura 7.8, lo mismo
ocurre con el signo positivo de la fuente Vj, estd en la parte inferior
de la fuente tal como apunta la fuente de corriente I;.

R=4Q R=10Q & R=-20
AN %
+ v - s

12V

Figura 7.9. Circuito con las dos fuentes de corriente transformadas en fuentes de
voltaje.

El circuito ha quedado reducido a un solo lazo en el que es
posible calcular la corriente con facilidad y, por lo tanto, el voltaje
V.. En la Figura 7.10 proponemos la direccién de la corriente para
que coincida con la polaridad del voltaje V, en la resistencia R,, ade-
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mads se colocan el resto de los signos de acuerdo con la convencién
pasiva.

v, WV\/ 'V\}&\?——WV\/ v,
® / ®

Figura 7.10. Establecimiento de la corriente en el circuito de un solo lazo al que se

aplicé transformacién de fuentes.

Aplicamos la ley de tensiones de Kirchhoff al circuito de la
Figura 7.10 y nos resulta:

z Vtrayectoria =0V
—VA+IR1+[R2+IR3—VB =0
Despejamos el valor de la corriente y resulta:
I(R1+R2 +R3) = VA+VB

Va4V
" (R1+Rz+R3)

Sustituimos los valores para tener:

_20V+12V
T (A0+10Q+29)

32V -
“160

Por lo tanto, el voltaje queda definido por:
Ve = IR;

Ve =(2A)10Q) =20V
Ve =20V

Notas del ejercicio: Utilizando la transformacién de fuentes y con
operaciones muy sencillas (basicamente con laley de Ohm ylaley de
voltajes de Kirchhoff), se pudo resolver el ejemplo sin la necesidad
de plantear sistemas de ecuaciones simultdneas. Se tuvo la nece-
sidad de redibujar el circuito varias veces para poder identificar y
explicar las transformaciones de las fuentes, pero, con la practica,
en ocasiones no es necesario redibujar tantas veces, sélo las sufi-
cientes.
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Ejemplo 7-3. En el circuito de la Figura 7.11 calcular la corriente
I, utilizar la transformacién de fuentes para obtener el resultado.

R =5Q R,=5Q Ry=10Q
v T WW V.
15V 2A ov
+ )i Ry +
. x 25Q -

Figura 7.11. Circuito con dos fuentes de voltaje y una fuente de corriente para
resolver con transformacién de fuentes.

Primero, identificamos que la resistencia R, no se debe modificar
en todo el andlisis del circuito ya que es a través de ésta por la cual
circula la corriente I, y es la corriente que se pide en el problema.

Lo siguiente es identificar las fuentes de voltaje o corriente
a las que se les puede aplicar la transformacién de fuentes y que
ayudan a la simplificacién del circuito. En este caso, de la Figura
7.11 se observa que sélo las fuentes de voltaje V, y V. se pueden
transformar ya que cada una cuenta con al menos una resistencia
en serie. Para el caso de la fuente de corriente Iz, de momento no
es posible aplicar la transformacién de fuentes ya que no tiene co-
nectada en paralelo ninguna resistencia.

En la Figura 7.12 se indican las fuentes de voltaje y la resis-
tencias con que se transformaran.

| R =50 R,=5Q R,=10Q

Figura 7.12. Fuentes de volteje con sus respectivas resistencias para efectuar la
transformacién en fuentes de corriente.

Como segundo paso, aplicamos la ecuacién (7.5) y la defini-
mos para las variables que se utilizan en el circuito de la Figura
7.12.

Para la fuente V, tenemos:

I _VA_15V_3A

ATR, 50
Para la fuente V. tenemos:

L Ve_20v_

CT Ry, 100
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Redibujamos el circuito como aparece en la Figura 7.13 y co-
locamos las resistencias en paralelo con las fuentes de corriente.
Observemos que ambas flechas de las fuentes de corriente apun-
tan hacia arriba ya que los signos positivos de las fuentes de vol-
taje en la Figura 7.12 estan en la parte superior de la fuente.

R,=5Q
T AW . I
2A 2A

& RI : 'y 1 R4 R3 'y

50< | ! 50<10Q

Figura 7.13. Circuito con las dos fuentes de voltaje transformadas en fuentes de
corriente.

En esta parte del problema, es importante observar que to-
davia no es sencillo calcular la corriente I,. Por lo tanto, se sim-
plificard para ver si es posible seguir haciendo transformaciones
de fuente o si es necesario utilizar algin otro método de analisis.
En la Figura 7.13 se observa que las fuentes de corriente I, e I se
encuentran en paralelo, por lo tanto, se pueden simplificar en una
sola. También se observa que las resistencias R; y R4 se podrian
simplificar en paralelo, pero si hacemos esta simplificacién enton-
ces perderemos la resistencia R, por la cual circula la corriente I,
entonces no es posible hacer esta simplificacién.

Para simplificar las fuentes de corriente en paralelo se suman
algebraicamente utilizando la ecuacién (3.1), resultando en una
sola.

IAB=IA+IB
IAB=3A+2A=5A

En la Figura 7.14 redibujamos el circuito equivalente con la
simplificacién de las fuentes de corriente en una sola.

R,=50Q
T MW I
SA 2A
R, I, R, R;
! 50 ' 250<10Q

Figura 7.14. Identificacién de las corrientes en circuito con fuentes de corriente.

De la Figura 7.14 observamos que se puede realizar otra
transformacién de fuentes, ahora de fuente de corriente a una
de voltaje. Utilizamos la ecuacién (7.4) para calcular el valor de la
fuente de voltaje.
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Para la fuente I,; tenemos:
VAB = IABRl = (5 A)(S .Q.) =25V

Redibujamos el circuito como aparece en la Figura 7.15 y colo-
camos la resistencia R, en serie con la fuente de voltaje. Observar
que el signo positivo de la fuente V,; esta en la parte superior tal
como apunta la fuente de corriente I,z en la Figura 7.14.

Observamos que se pueden unir en serie las resistencias R,
y R, para después volver a transformar la fuente de voltaje en una
fuente de corriente en paralelo con la resistencia equivalente R;,.

La resistencia equivalente entre las resistencias R; y R, resulta:

R12=R1+R2
R12=5.Q+5.Q=10.Q

R =5Q R,=50

L —MWW— A~ §

OF 2520

Figura 7.15. Circuito con fuente de voltaje transformada.

En la Figura 7.16 se muestra cémo queda conectada la resis-
tencia R;, para poder ser transformada nuevamente en fuente de
corriente.

Vs I
25 - 2A

O 125250

Figura 7.16. Resistencia equivalente Ry, en serie con la fuente de voltaje Vys.

Utilizamos nuevamente la ecuacién (7.5) para calcular el valor
de la fuente de corriente y resulta:
Para la fuente V,; tenemos:

Vig 25V
AB . _25A

Lin” =22 =
A8 TR, 10Q

Llamamos a la nueva fuente de corriente como I (prima)
para evitar confundir con el nombre I,3. Redibujamos el circuito
como aparece en la Figura 7.17 y colocamos la resistencia R;, en
paralelo con la fuente de corriente 5.
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Observamos que, al hacer esta ultima transformacién, han
quedado unicamente dos nodos para todo el circuito. Por lo tanto,
las dos fuentes de corriente se encuentran en paralelo y las resis-
tencias Ry, y R también han quedado conectadas en paralelo.

— PARALELO--,____‘_’ _______________ )
g’ " Ic
2.5 2A
Ry I R, Ry
10 Q2 ' S5Q 10

Figura 7.17. Arreglo de fuentes de corriente y resistencias en dos nodos.

El valor de la fuente de corriente es la suma algebraica de las
dos fuentes de corriente (ecuacién (3.1)) en paralelo dentro del cir-
cuito y la llamaremos I;.

Is = Iap" + I¢
l,=25A+2A=45A

Para la resistencia equivalente utilizamos la ecuacién (2.4)
para dos resistencias en paralelo:

_ RipRz (100)(10 Q)
ST Rip+R; 10Q+100Q
Rs=50Q

En la Figura 7.18 se muestra el circuito equivalente que resul-
ta después de realizar las reducciones en las fuentes de corriente y
en las resistencias.

s I\' R4
5Q ’ 250

Figura 7.18. Circuito simplificado utilizando la transformacién de fuentes.
En el circuito de la Figura 7.18 ya se puede calcular el valor

de la corriente I, utilizando un simple divisor de corriente con la
ecuacién (3.5).
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L =1 Bs = (45A) >4
¥ SRy+R, 250450

L, =3A

Se podria decir que el problema que se acaba de resolver es un
problema muy complicado. Sin embargo, a pesar de haber realiza-
do varias transformaciones de fuentes, en todo momento el circui-
to se fue simplificando cada vez mas hasta quedar unicamente dos

nodos

Notas del ejercicio: El proceso fue iterativo y tal vez para mds de
alguno pareceria engorroso, pero en la practica es un procedimien-
to muy sencillo que, llevandolo con orden, puede ser muy claro y

rapido.
R =5Q R=5Q R,=10Q
v, MW MW AW V.
15V 2A ov

OO W€

Por otro lado, si el estudiante evalua el circuito original para re-
solverlo con alguno de los métodos ya estudiados se dara cuenta que:

a)
b)

9

d)

Es un circuito de 3 mallas con tres incdgnitas y ademds con
una supermalla.

Es un circuito de 4 nodos y nodo de referencia; dos voltajes
ya estan definidos, por lo tanto, solo resulta un sistema de
2 ecuaciones con dos incégnitas.

Utilizando el principio de superposicién, se resuelve mu-
cho mas rapido que cualquiera de los métodos estudiados
hasta el momento, incluso que el método de transforma-
cién de fuentes.

El ejercicio también se puede resolver utilizando el Teore-
ma de Thévenin o Norton que se estudiaran en el siguiente
capitulo.
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Zona
Il

21V

Ejemplo 7-4. En el circuito de la Figura 7.19 calcular el voltaje V,
entre las terminales indicadas del circuito, utilizar la transforma-
cién de fuentes para obtener el resultado.

6Q 4Q

AMAN—s———MW
21V I + I,
C*) | y <430 120 <I>5

Figura 7.19. Circuito con fuente dependiente para reducir utilizando transforma-
ci6én de fuentes.

Solucién.

Observamos primero que en el circuito se encuentra presente una
fuente dependiente, por lo tanto, no se debe modificar el elemento
que la controla, que en este caso es la resistencia de 6 2, ya que es a
través de ésta por la que circula la corriente de control I,. También
hay que identificar el o los elementos que no se deben modificar
durante el analisis del circuito, es decir, las terminales donde se
calculard el voltaje Vj,. De acuerdo con la Figura 7.20, y con los ejem-
plos que se han resuelto hasta el momento, la respuesta obvia podria
decirse que es la resistencia de 48 Q (Zona I), ya que el voltaje V, se
encuentra en paralelo con esta resistencia y, por lo tanto, ésta no
deberia modificarse. Sin embargo, esta respuesta no es la unica,
ya que si se combinan otros elementos del circuito se pueden tener
otras opciones. Por ejemplo, se podria decir que la resistencia de 6 €2
en serie con la fuente de 21 V también se encuentran conectados en
paralelo con el voltaje V, (Zona II). Existen dos opciones més que se
pueden considerar en paralelo con el voltaje V,, estas opciones son,
la Zona IlI, que contempla las resistencias de 4 €2, 12 Q y la fuente
dependiente, asi como la Zona IV, que es la combinacién de la Zona
I'yla Zona IIl. Todas estas zonas se encuentran conectadas en para-
lelo con el voltaje V, y si cualquiera de estas zonas se mantiene sin
modificar, entonces tampoco se modificard el voltaje V.

—> P Zona I
L+ L -4
n - N\3

y, 480 120 |

Figura 7.20. Zonas del circuito que se encuentran conectadas al mismo voltaje Vo.
En la Figura 7.20 se muestra el circuito original separado en
las zonas que se encuentran conectadas en paralelo con el voltaje
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V. Mantener cualesquiera de estas zonas sin modificar, hacen que
el voltaje V,, se conserve sin cambio hasta el final del analisis.

Entonces, para aplicar la transformacién de fuentes, se debe
dejar sin modificar la resistencia de 6 Q para no alterar el valor de
la fuente dependiente y cualquiera de las cuatro zonas que hacen
que el voltaje V, se mantenga constante hasta el final del andlisis.
En este caso, la Zona II es la que satisface ambas condiciones y
por lo tanto es la que se mantendra sin modificar para calcular el
voltaje V.

A partir de lo anterior, lo que resta es identificar qué partes
del circuito se pueden transformar para simplificarlo. En la Figura
7.21 observamos que se puede transformar la fuente dependiente
de corriente en paralelo con la resistencia de 12 Q.

6Q 4Q
N A L
+ A\3
() y <480 120
°

Figura 7.21. Transformacién de la fuente dependiente de corriente en paralelo
con la resistencia de 12 Q.

Para realizar la transformacién de fuente de corriente a fuen-

te de voltaje, utilizamos la ecuacién (7.4), multiplicamos la resis-
tencia de 12 Q por la fuente de corriente dependiente y resulta:

(%" A) (12.Q) = 41, V

El circuito equivalente que resulta de la transformacién se
muestra en la Figura 7.22.

60 40 12Q
+ ¥
C_) v, 48 Q
<

Figura 7.22. Fuente de voltaje dependiente obtenida a partir de una fuente de
corriente dependiente.

Sumamos la resistencia de 4 Q y de 12 Q que estan conecta-
das en serie con la fuente dependiente de voltaje para transformar-
las ahora en una fuente de corriente tal como se indica en la Figura
7.23.
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Figura 7.23. Simplificacién de resistencias en serie con fuente de voltaje depen-
diente para transformar en fuente de corriente dependiente.

Para realizar la transformacién de fuente de voltaje a fuente
de corriente, utilizamos la ecuacién (7.5), dividimos el valor de la
fuente de voltaje entre la resistencia de 16 Q y resulta:

(4, V)

m = 025196 A

El circuito equivalente que resulta de la transformacién se
muestra en la Figura 7.24.

6Q
LAAS
21V I.” + 0.251,
+ y < 48 Q 160 1t

Figura 7.24. Circuito que resulta de transformar la fuente de voltaje dependiente
en fuente de corriente dependiente.

Simplificamos la resistencia de 48 Q y de 16 Q que estan co-
nectadas en paralelo con la fuente dependiente de corriente para
transformarlas ahora en una fuente de voltaje tal como se indica
en la Figura 7.25.
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(480)(16 Q)
480+160

12 Q

Figura 7.25. Circuito simplificado para transformar la fuente de corriente depen-
diente en fuente de voltaje dependiente.

Para realizar la transformacién de fuente de corriente de-
pendiente a fuente de voltaje dependiente, utilizamos la ecuacién
(7.4), multiplicamos la resistencia de 12 Q por la fuente de corrien-
te dependiente y resulta:

(0.251, A)(12 Q) = 3L, V

El circuito equivalente que resulta de la transformacion se
muestra en la Figura 7.26.

60 120
21V L.+ 31
X
+ +
Vo
&

Figura 7.26. Ultima transformacién de fuente de corriente dependiente a fuente
de voltaje dependiente.

El circuito ha quedado reducido a un solo lazo, en el que es
posible calcular la corriente I, con facilidad y, por lo tanto, el voltaje
Vo. En la Figura 7.27 proponemos la direccién de la corriente igual
que I, para facilitar los calculos, ademas, se coloca el resto de los
signos de acuerdo con la convencién pasiva de signos.
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AM-+——AM——
21V I "+ A3k
<+> p:’ ]‘
@

Figura 7.27. Circuito con fuente dependiente reducido a un solo lazo para su ana-
lisis y solucién.

Aplicamos la ley de tensiones de Kirchhoff al circuito de la
Figura 7.27. Por facilidad, para los cdlculos omitimos las unidades

y nos resulta:
Z Vtrayectoria =0

21+ (6)L,+(12)L+3l,=0
Despejamos el valor de la corriente I, y resulta:
L(6+124+3) =21
L,(21) =21
IL,=1A
Entonces, el calculo del voltaje V, lo obtenemos a través de la
trayectoria que involucra a la resistencia de 6 Q y la fuente de 21 V.

Aplicamos la ley de tensiones de Kirchhoff en la Figura 7.27,
utilizando el voltaje V, y nos resulta:

Z Vtrayectoria =0V

21V + L,(6Q)+V, =0
Despejamos el valor de V,y resulta:
,=21V-1L(60Q)
Sustituimos el valor de la corriente I, en la ecuacién.
V,=21V-(1A)(60Q)
V, =15V
Observar que si calculamos el voltaje V,, a través de la trayec-

toria que involucra a la resistencia de 12 Q y la fuente de corriente
dependiente obtenemos el mismo resultado.
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Aplicamos la ley de tensiones de Kirchhoff en la Figura 7.27
utilizando el voltaje V,, y por facilidad para los célculos omitimos
las unidades, resultando:

z Vtrayectoria =0

—V,+L,(12) + 31, =0

Despejamos el valor de V,, y resulta:

V, = 151,
Sustituimos el valor de la corriente I, en la ecuacién.
Vo =15(1)
Vp, =15V

Notas del ejercicio: Resolver el problema de forma correcta con
la transformacién de fuentes requiri6é de mucho cuidado para iden-
tificar qué partes del circuito se podian manipular y transformar, y
qué partes deberian mantenerse sin cambios.

Pudimos notar que se pueden hacer transformaciones de
fuentes utilizando fuentes dependientes siempre y cuando se sigan
respetando las consideraciones generales para el uso correcto de
esta modificacién y los pasos para su implementacién.

6Q 4Q

— VW —e —\WW
21V I+
C") | y <48Q § 20 <I

Si evaluas el circuito original para resolverlo con alguno de los
métodos ya estudiado te daras cuenta que:

a) A pesar de que sélo se tiene una fuente independiente, no
se puede hacer ninguna reduccién simple de resistencias en
serie y paralelo.

b) No aporta nada hacer una transformacién de delta a estre-
lla, el circuito seguiria estando sin poderse simplificar y,
por lo tanto, sin resolver.

o) Es un circuito de 3 mallas con tres incdgnitas, aunque la
tercera malla esta parcialmente definida con /3.

d) Esun circuito de 3 nodosy el nodo de referencia, un voltaje
ya se encuentra definido, por lo tanto, solo resulta un siste-
ma de 2 ecuaciones con dos incégnitas.

e) El ejercicio también se puede resolver utilizando el Teore-
ma de Thévenin o Norton, que se estudiaran en el siguiente
capitulo.
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(CUANDO NO ES POSIBLE APLICAR
LA TRANSFORMACION DE FUENTES?

De manera general en la Figura 7.28 se muestran los dos casos en
los que no se puede aplicar la transformacién de fuentes. Estos
casos se presentan cuando se tiene una resistencia en paralelo
con una fuente de voltaje o cuando se tiene una resistencia en
serie con una fuente de corriente.

a) b)

Figura 7.28. Casos en los que no se puede aplicar la transformacién de fuentes.

En estos casos no es posible aplicar la transformacién de fuen-
tes. No significa que no se puedan resolver los circuitos, lo inico es
que no sera posible utilizando la transformacién de fuentes

Para los circuitos que tienen incluida alguna de estas cone-
xiones, no se podra reducir esta parte del circuito, pero al resto
se le podra aplicar la transformacién de fuentes en caso de que se
tengan otras incluidas.

Si en el circuito sélo se presentan estos dos tipos de conexio-
nes, como en el circuito de la Figura 7.29, entonces se tendrd que
resolver utilizando alguna de las otras técnicas ya estudiadas (ma-
llas, nodos, superposicién) o utilizando el Teorema de Thévenin o
Norton, que se estudiardn en el siguiente capitulo.

R=5Q Ry =15Q
I, VVVY VVVV Vs

4A

Figura 7.29. Circuito con fuente de voltaje y fuente de corriente donde no se pue-
de aplicar transformacién de fuentes.

RESUMEN Y CONCLUSION

La transformacién de fuentes es una técnica de andlisis de circuitos
eléctricos muy util cuando se presentan fuentes de voltaje en serie
con resistencias o fuentes de corriente en paralelo con resistencias.
Se obtuvo una expresién con la que se relacionan la fuente de volta-
je con la fuente de corriente utilizando una resistencia comun entre
ambas expresiones. Se presentaron las consideraciones generales
para poder aplicar la transformacién de fuentes en los circuitos
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eléctricos, y se propusieron tres pasos para resolver circuitos eléc-
tricos utilizando el analisis mediante la transformacién de fuentes.

En este capitulo se resolvieron cuatro ejemplos, en los cuales
se traté de incluir la mayor cantidad de casos posibles para aplicar
la transformacién de fuentes. En los ejemplos también se inclu-
y6 uno utilizando una fuente dependiente, para mostrar que este
principio también aplica para tales situaciones.

En todos los ejemplos se fue explicando paso a paso cada una
de las transformaciones y la forma de cémo reducir el circuito has-
ta llegar a uno de dos nodos o de un solo lazo. En cada ejemplo se
fueron redibujando los circuitos para apoyar las explicaciones. Al
final de cada ejemplo se incluyeron “Notas del ejercicio” donde se
explicé la relevancia de utilizar el analisis por medio de la transfor-
macién de fuentes. En especial, en los ejemplos 3 y 4 se presentan
notas con un andlisis cualitativo sobre las ventajas de utilizar la
transformacién de fuentes frente a las técnicas de analisis de ma-
llas, nodos y superposicién.

PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para resolver
utilizando la transformacién de fuentes.

Prob. 7.1. Utilizando la transformacién de fuentes reducir el circuito de la Figura
7.30 para calcular el voltaje Vo.

R,

MWW

120

)iy 10 56 Q £20

Figura 7.30.

(Sol. Vo =9 V).

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Prob. 7.2. Utilizando la transformacién de fuentes calcular el voltaje para cada
una de las resistencias del circuito de la Figura 7.31. (Nota: calcular cada voltaje
por separado).

Figura 7.31.

(Sol. Vg1 =22.28V, Vo =771 Vy Vs = 1.71 V).

Prob. 7.3. Utilizando la transformacién de fuentes reducir el circuito de la Figura

7.32 para calcular el voltaje Vo.
. A —

+ 5Q
100 50
v 6Q 15V )
10V 20V ° +
&
Figura 7.32.
(Sol. Vo =3V).

Prob. 7.4. Utilizando la transformacién de fuentes reducir el circuito de la Figura
7.33 en un solo lazo para calcular el voltaje Vis.

R =20Q R,=6Q Ry=100Q

Figura 7.33.

(Sol. Vs = -4.528 V).
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Prob. 7.5. Utilizando transformacién de fuentes en el circuito de la Figura 7.34,
calcular la corriente Io.

mSA
-/

4Q

+
A

10A

2Q 60

Figura 7.34.

(Sol. Ip = 6.666 A).

Prob. 7.6. Calcular el voltaje Vp de la Figura 7.35 utilizando transformacién de

fuentes.
3Q 40
3V
+ N8
Vy <20
1Q
Figura 7.35.

(Sol. Vg =1.846 V).

Prob. 7.7. Utilizando la transformacién de fuentes reducir el circuito de la Figura
7.36 para calcular el voltaje Vo.

4
5.6A + 2A
) 18 v {1 90 |
i 0.17,

Figura 7.36.

(SOl Vo =54 V)
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Prob. 7.8. Calcular las corrientes de malla de la Figura 7.37.

. e
+ 24 mA
6 kQ <> v, C) 2kQ
2,

Figura 7.37.

(Sol. Vo =14.4V).
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TEOREMA DE THEVENIN
Y TEOREMA DE NORTON







INTRODUCCION

En muchas ocasiones es necesario resolver un problema varias ve-
ces cambiando tnicamente uno solo de los elementos que lo inte-
gran o una porcién de estos. Si el circuito es pequefio o no es muy
complicado en sus conexiones, hacer estos calculos puede ser un
trabajo sencillo, pero si el circuito es muy grande o complejo, reali-
zar esta tarea puede resultar una tarea dura y dificil de efectuar. En
esos casos, resultaria conveniente contar con un circuito equiva-
lente sencillo en el que se pudieran hacer estos cambios y obtener
los resultados de manera facil y rdpida.

Uno de los conceptos mds sorprendentes que surgen de la
teoria de circuitos lineales es el circuito equivalente: no importa
cudn complejo sea el circuito, ni qué cantidad de resistencias y
tipos de fuentes tenga, asi como su tipo de conexiones, desde el
punto de vista de cualquier par de terminales (a y b), el circuito se
comporta como si s6lo constara de una fuente y una resistencia.

En términos mds generales, la nocién de circuito equivalente significa que
podria existir una forma mds simple, pero funcionalmente equivalente, para
resolver sistemas complicados.

Predominan dos estructuras de circuito equivalentes: el cir-
cuito equivalente de Thévenin y el circuito equivalente de Norton.
Estos circuitos sélo difieren en el tipo de fuente que utilizan y en
cémo tienen la resistencia conectada: para el equivalente de Thé-
venin es una fuente de voltaje en serie con la resistencia, y para el
equivalente de Norton es una fuente de corriente en paralelo con
la resistencia. En la Figura 8.1a y b se muestran ambos tipos de
circuito equivalente.
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w(2) v(1) 2w

a) b)
Figura 8.1. Circuito equivalente a) de Thévenin y b) de Norton.

TEOREMA DE THEVENIN

El teorema de Thévenin fue postulado por el francés Léon Charles
Thévenin en 1883, aunque existen publicaciones mencionando que
el teorema fue presentado 30 afios antes por H. Helmholtz, cuatro
afios antes de que naciera Thévenin (Johnson, 2003b).

El teorema de Thévenin establece que cualquier circuito eléc-
trico lineal se puede sustituir por un circuito equivalente, a partir
de dos terminales a y b cualesquiera, inicamente por una fuente de
voltaje en serie con una resistencia.

Para obtener el circuito equivalente de Thévenin basicamente
se deben calcular dos valores del circuito, el voltaje de Thévenin
Vi v la resistencia de Thévenin Ry,. A continuacién, se explican en
detalle cuatro pasos para calcular estos valores y poder construir el
circuito equivalente de Thévenin.

Pasos para implementar el Teorema de Thévenin
Paso 1.
Retirar el elemento o la parte del circuito que se desea analizar

Se retira el elemento o los elementos que se desean analizar y las
terminales que quedaron abiertas se identifican con las letras ay b.
Si en el circuito estdn presentes fuentes dependientes, se debe te-
ner cuidado de no separar la fuente dependiente de la corriente o
el voltaje que la controla, de lo contrario no se podra obtener el
circuito equivalente de Thévenin.

Paso 2.
Calcular el Voltaje de Thévenin Vy,

Con las terminales a y b del circuito abierto se resuelve y se calcula
el voltaje que aparece entre ellas, considerando la terminal a mas
positiva que la terminal b; a este voltaje lo llamaremos voltaje de
Thévenin Vy,.

Para resolver el circuito y poder calcular el voltaje de Thévenin
Vi, se utilizarad cualquiera de los métodos ya estudiados, es decir,
andlisis de circuitos en serie, paralelo, mixtos, estrella, delta, ana-
lisis de mallas, nodos, superposicién, transformacién de fuentes e,
incluso, se podra aplicar nuevamente el teorema de Thévenin.
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Paso 3.
Calcular la resistencia de Thévenin Ry,

La resistencia de Thévenin Ry, se calcula entre las terminales a y
b; para medirla, primero se hacen cero todas las fuentes indepen-
dientes del circuito. Las fuentes de voltaje son sustituidas por un
corto circuito, mientras que las fuentes de corriente se sustituyen
por un circuito abierto tal como se indica en la Figura 8.2a y b.
Entonces entre las terminales a y b, con las fuentes anuladas, se
calcula la resistencia equivalente de Thévenin Ry,.

S0 O

Figura 8.2. Forma de sustituir las fuentes para el calculo de la resistencia de
Thévenin Ry, a) La fuente de voltaje se sustituye por un corto circuito y b) la
fuente de corriente se sustituye por un circuito abierto.

Cuando en el circuito existen fuentes dependientes, la resis-
tencia de Thévenin Ry, se podra calcular de dos formas distintas:

a) La primera forma consiste en regresar las fuentes a su es-
tado original y colocar en corto circuito las terminales a y
b para calcular la corriente de corto circuito I, que fluye a
través de esa trayectoria, tal como se indica en la Figura
8.3. Con ese valor de corriente y con el voltaje de Thévenin
V1, se podra calcular la resistencia de Thévenin Ry, tal como
se indica en la ecuacién (8.1).

a

Circuito con
fuentes I cc
dependientes

— b

Figura 8.3. Forma de cortocircuitar las terminales a y b para calcular la corriente de
corto circuito I... Este cdlculo se realiza con todas las fuentes en su estado original.

Vrn
Ry = —
T Iec (8.1)

b) La segunda forma para calcular la resistencia de Thévenin
Ry, cuando hay fuentes dependientes en el circuito consiste
en hacer cero todas las fuentes independientes y utilizar
una fuente auxiliar que se conectard en las terminales a y
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b del circuito. La fuente sera una de corriente de valor uni-
tario (I, = 1 A) conectada a las terminales a y b, tal como se
indica en la Figura 8.4.

Circuito con
fuentes
dependientes

b

Figura 8.4. Forma de conectar la fuente de corriente de valor unitario I, para
calcular Ry,

Calculamos el voltaje v y éste serd directamente el valor de
la resistencia de Thévenin Ry,. Esto se debe a que lo dividi-
mos entre el valor de la fuente de corriente unitaria I, y
con esto los voltios se transforman en ohms, tal como se
indica en la ecuacién (8.2).

R v_ v
™oL, 1A
“Rrp=vQ (8.2)

Paso 4.
Construir el circuito equivalente de Thévenin

Con los valores de resistencia y voltaje de Thévenin (R, Vy,) se
construye el circuito equivalente tal como se muestra en la Figura
8.1a. Se regresa el o los elementos que se retiraron en el primer
paso y se continda con el andlisis original del problema. Es decir,
se calcula la corriente, el voltaje o la potencia que se pide en el ele-
mento o la porcién del problema que se habia retirado desde el
principio.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS
UTILIZANDO EL TEOREMA DE THEVENIN

A continuacién, se presentan una serie de ejemplos resueltos en los
que se obtendra el circuito equivalente de Thévenin y con los que
se apreciard la utilidad de contar con esta herramienta de simplifi-
cacién y andlisis.
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Ejemplo 8-1. En el circuito de la Figura 8.5, calcular la potencia
que se consume en la resistencia Rs para los valores de 0.1 2, 5 Q,
10Qy15Q.

Figura 8.5. Circuito para aplicar el teorema de Thévenin y calcular la potencia que
se disipa en Rs.

Solucién.

Se pide calcular la potencia que se consume en la resistencia Rs;
el problema radica en que esta resistencia cambiard su valor cua-
tro veces, lo cual significa que el circuito se tendrd que reducir o
resolver también cuatro veces. Para solucionarlo se puede aplicar
alguno de los métodos de andlisis ya estudiados, como el andlisis
de mallas o nodos, y después, para cada uno de los circuitos, se debe
calcular el voltaje o la corriente en la resistencia Rs para luego calcu-
lar la potencia.

Parece mucho trabajo el que se tiene que realizar, y efectiva-
mente lo es, pero si se obtiene el circuito equivalente de Thévenin,
entonces todo este trabajo sélo se tendra que realizar una sola vez.
A partir del circuito equivalente, sélo se tendrdn que sustituir los
distintos valores de la resistencia Rs en un circuito mucho mas
sencillo y con este circuito se podré calcular la potencia de la re-
sistencia de una forma maés rapida.

A continuacién, aplicamos los pasos para obtener el circuito
equivalente de Thévenin.

Paso 1. De la Figura 8.5 retiramos la resistencia Rs y marca-
mos las terminales con las letras a y b, tal como se muestra en la
Figura 8.6. La forma de colocar las letras a y b es indistinta, sélo
recordar que la terminal a serd donde se coloque el signo positivo
del voltaje de Thévenin V7,
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Figura 8.6. Circuito con la resistencia Rs y marcado de las terminales.

Paso 2. Puede calcularse el voltaje de Thévenin Ry, con base
en el voltaje de dos resistencias, ya sea el de las resistencias R; y
Ry, o con el voltaje de R; y Ry; en ambos casos, se aplica una ley de
voltajes de Kirchhoff en la que se incluya V7,

Otra forma de calcular el voltaje es calculando la diferencia de
voltaje entre las terminales a y b (Rp,=V, - V,), como se indica en
la ecuacién (8.3).

Vin = Vo = Vp (8.3)

En este caso, calcularemos los voltajes de las resistencias Rz y
R, y obtendremos el voltaje de Thévenin de las dos formas mencio-
nadas. En la Figura 8.7 se indica la polaridad de los voltajes en las
resistencias.

Figura 8.7. Signos para las resistencias y para el voltaje de Thévenin Vp,.

Con un divisor de voltaje entre R, y R; obtenemos la ecuacién
(8.4) para calcular el voltaje para la resistencia Rj.

R3

Vis = Vg———
B AR +Rs (8.4)
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48 ()
16 0 + 48 Q

Ves = 16,5V

Vs = (22V)

Con un divisor de voltaje entre R, y R, obtenemos la ecuacién
(8.5) para calcular el voltaje para la resistencia R,.

Ry

Vee =Vap TR, (85

Vre = (ZZV)12£1+4Q

VR4 =55V

Calculamos el voltaje de Thévenin con la ecuacién (8.3), usan-
do los voltajes obtenidos.

Vin =Va = Vp

Cambiamos los voltajes por los de las resistencias y nos queda:

Vrn = Vrz — Vpa
Vin = 165V —5.5V
Vep = 11V

En la Figura 8.8 este mismo resultado se obtiene si se plantea
la ley de voltajes de Kirchhoff en la trayectoria cerrada marcada
con gris, y en la que se incluya Vy,.

v, =22V

Figura 8.8. Trayectoria cerrada donde se incluye V.
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Z Vtrayectoria =0V

Construimos la ecuacién siguiendo el sentido de las maneci-
llas del reloj (L) y resulta:

Vrp +Vga — Vg3 =0V
“Vrn = Vrs — Vra
Ven =165V — 55V
Ve =11V (8.6)

Paso 3. Para calcular la resistencia de Thévenin Ry, se hacen
cero todas las fuentes de voltaje y corriente del circuito (en este
caso sélo hay una fuente de voltaje V). En la Figura 8.9 se mues-
tra cémo queda el circuito para poder calcular la resistencia Ry,.

Vy=0V

Figura 8.9. Fuente de voltaje en corto circuito y arreglo de resistencias para
calcular la resistencia Ry.

Observamos que las resistencias R; y R; se encuentran en pa-
ralelo por haber quedado conectadas a través de la fuente de vol-
taje en corto circuito. Lo mismo ocurre con las resistencias R, y R,.
Con las ecuaciones (8.7) y (8.8) se calcula la resistencia equivalente
en paralelo para cada par de resistencias.

_ R4Rj3
Ry +R;

_(160)(480)
160+ 480

Ri3 =120 (8.7)

13

R13
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_ RaRy
" Ry+ Ry
(1204 Q)
2T 120+40

Ry, =30Q (8.8)

24

En la Figura 8.10 se muestra cémo quedan simplificadas cada
par de resistencias en paralelo para poder calcular la resistencia de
Thévenin Ry, A partir de esta representacién se puede observar
que las resistencias han quedado conectadas en serie y la suma de
éstas serd la resistencia Ry, tal como se expresa en la ecuacién (8.9).

R13=12.Q. R24:3.Q.

a b
RTh_

Figura 8.10. Simplificacién de resistencias en paralelo para el calculo de Ry,
Rrn = R13 + Raq4
Ry = 120430
Ryp = 15 Q 8.9)

Paso 4. Con el voltaje y la resistencia calculados se construye
el circuito equivalente de Thévenin de la Figura 8.11. El circuito
que se tenia en la Figura 8.5 ha quedado reducido simplemente a
una fuente de voltaje en serie con una resistencia, y con él se puede
variar el valor de la resistencia Rs y hacer los cdlculos mucho més
rapido. Observar que en color gris se ha regresado la resistencia Rs.

Ryp = 150Q

AM—s a

VTh=11V +
+ :

O e

o b

Figura 8.11. Circuito equivalente de Thévenin calcualdo.

Es a partir de este circuito equivalente, que tiene inicamente

dos resistencias en serie, donde se varia el valor de la resistencia R
5
y en el que se podra calcular la potencia para cada uno de los valo-

res indicados de R5 (0.1 Q, 5,10 Qy 15 Q).
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A partir de la Figura 8.11 utilizamos un divisor de voltaje con
la ecuacién (8.10) para asi poder calcular el voltaje de la resistencia
Rs.

Rs

Vo = Vppp —————
RS Th Ron + Re ©10)

Utilizando la ecuacién (2.8) y la ecuacién (8.10) calculamos la
potencia en la resistencia Rs, resultando la ecuacién (8.11).

Rs (8.11)
Los resultados de la Tabla 8.1 se obtienen con los valores del
circuito en la Figura 8.11 y con el uso de las ecuaciones (8.10) y

(8.11) para cada uno de los valores de la resistencia Rs.

Tabla 8.1. Valores de voltaje y potencia para cada valor de la resistencia Rs

R Vis Pgs
0.1Q 72.8 mV 52.9 mW
5Q 2.75V 1.513W
10Q 440V 1.936 W
15Q 5.50V 2.017W

Una vez que se obtuvo el circuito equivalente de Thévenin,
calcular el voltaje y la potencia de la resistencia Rs se vuelve una
tarea muy sencilla ya que el circuito que se tiene que analizar es
simplemente un circuito en serie de dos resistencias con una fuen-
te de voltaje.

Sino se hubiera obtenido el circuito equivalente de Thévenin
se tendria que haber resuelto cada uno de los circuitos originales,
cambiando para estos el valor de la resistencia Rs, y hacer sim-
plificaciones de estrella, delta o resolverlo utilizando andlisis de
mallas o nodos.

Enlos resultados de la Tabla 8.1 se observa que, mientras mas
aumenta el valor de la resistencia Rs hasta llegar al valor de 15 Q,
el valor del voltaje y la potencia también va aumentando, hacien-
do parecer que hay una correlacién ascendente entre estos valores.
Sin embargo, a partir de los 5 Q la resistencia aumenta en multi-
plos de cinco, mientras que la salida de potencia no crece de esa
forma lineal.
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Ejemplo 8-2. En el circuito de la Figura 8.12, obtener el circuito
equivalente de Thévenin visto por la resistencia R;. Calcular la po-
tencia de la resistencia R; cuando toma los valores de Ry,/2, Ry, y
2Ry, y comparar cémo son los resultados obtenidos entre si.

R, = 20 kQ Ry = 6 kO
Vin = 30V +
R2=5k.Q RL VL

Figura 8.12. Circuito para obtener el circuito equivalente de Thévenin y para
distintos valores de R;.

Solucién. Aplicamos los 4 pasos para obtener el circuito equivalen-
te de Thévenin.

Paso 1. Retiramos la resistencia R; del circuito y marcamos las
terminales tal como se muestra en la Figura 8.13.

Ry =20 kQ R, = 6 kQ

.

Figura 8.13. Marcado de las terminales después de retirar la resistencia R;.

Paso 2. Se resuelve el circuito de la Figura 8.13 para calcular
el voltaje de Thévenin Vy,. Ya que el circuito se encuentra abierto
entre las terminales a y b, entonces no circula corriente a través de
la resistencia R; (Figura 8.14) y por lo tanto el voltaje en la resis-
tencia es de 0 V. Lo anterior significa que la resistencia R; sélo se
debe considerar como si se tratase de un conductor ocasionando
que el voltaje de Thévenin V7, sea igual al voltaje de la resistencia
R, tal como se expresa en la Figura 8.15.

R, = 20 kQ R; = 6 kQ
MWW 'WVV—]
—— a
Vin =30V I=0A +
R, = 5kQ Vrn

Figura 8.14. Corriente de 0 A a través de la resistencia Rs.
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R1=20kﬂ VR3=OV

_1\ ’\ ’\ A r - o

" I=0A +
C_) R,=5 kﬂé Vrn = Vg2

Figura 8.15. Vzs= 0 V, por lo tanto se le considera como un simple conductor
haciendo que Vi, = Vy.

De acuerdo con lo explicado, entonces el voltaje de Thévenin
se puede calcular con un divisor de voltaje entre R, y R, resultando.

% —V( Rz )—(3ov)< > kO )
Th="Im\R, +R,) ~ 20 kQ + 5 kQ

VTh=6V

Paso 3. Se coloca en corto circuito la fuente de voltaje para
calcular la resistencia equivalente de Thévenin Ry, entre las termi-
nales a y b. En la Figura 8.16 se muestra cémo queda el arreglo de
resistencias sin fuente para poder calcular la resistencia Ry,

R, = 20 kQ R; = 6 kQ

Vin =0V [
R, = 5kQ Ry

(o

Figura 8.16. Circuito sin fuente de alimentacién para poder calcular la resistencia
de Thévenin Ry,.

Entonces, la resistencia equivalente de Thévenin resulta:

Rrn =R3+ (R1 | R2)

o — g o POKDG kD)
Th = 20 kQ + 5 kO
Rrp, = 10 kQ

Paso 4. Con el voltaje y la resistencia de Thévenin se construye
el circuito de la Figura 8.17 en donde se regresa la resistencia R;
y ya se pueden calcular los valores de la potencia indicados en el
problema para los distintos valores de R;.
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RT?I == 10 k.Q

Vin =6V + 2
Y~ Ren/2 = 5k
) V<= R | Rm — 10k
(2R - 20k

Figura 8.17. Circuito equivalente de Thévenin calculado.

Para calcular la potencia, primero se mide el voltaje de la resis-
tencia con un divisor de voltaje a partir de la Figura 8.17, y después
la potencia para una resistencia con un voltaje en sus terminales.

V=i (i)
L — Vin RTh+RL

Pr, =

Calculos para R; = Rpp,/2 = 5kQ

v =(6W) ikl )=2v
L= 10kQ + 5kQ/ —
= VY _ coouw
R=5000q0 O H

Célculos para Ry = Ry = 10 kQ)

v =6V ( 100 )=3v
L= 10kQ +10kQ/)
_ BV o0uw
R = 700000 H

Calculos para R, = 2R = 20 k()

v=6W( 20 ki )=4v
L= 10kQ + 20kQ/ ~
p, = AV oo uw
R =%00000 O H
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Después de obtener el circuito equivalente de Thévenin se han
calculado los tres valores de potencia para cada uno de los distintos
valores de la resistencia R;.

Observamos que, mientras mas aumenta el valor de R; tam-
bién aumenta el valor del voltaje V;. Sin embargo, para la mitad del
valor de Ry, en la resistencia R; la potencia es de 800 uW, mientras
que para el mismo valor de Ry, resulté de 900 uW, pero para el do-
ble del valor de Ry, la potencia volvié a valer 800 uW. Esto significa
que el voltaje V; va aumentando conforme aumenta la resistencia
R;, pero la potencia no aumenta para todos los valores de la re-
sistencia de carga R;. Existe un rango de valores para los cuales la
potencia en la resistencia R; va en aumento y otro rango de valores
para los cuales la potencia va en decremento pasando por un valor
maximo que en este caso se presenta, cuando R; = Ry,

Este comportamiento no se presenté en el Ejemplo 8-1 de-
bido a que el valor méximo de la resistencia de salida fue el mismo
valor que el de la resistencia de Thévenin, por lo tanto, todos los va-
lores calculados de potencia siempre fueron en aumento.

Ejemplo 8-3. En el circuito de la Figura 8.18, obtener el circuito
equivalente de Thévenin que se obtiene al quitar la resistencia R,

V,=10V

+
+
(_) R, v, R, =50

ANN—T—MMN—

©

Figura 8.18. Circuito para obtener el circuito equivalente de Thévenin.

Solucién. Aplicamos los 4 pasos para obtener el circuito equivalen-
te de Thévenin.

Paso 1. Retiramos la resistencia R, del circuito y marcamos las
terminales tal como se muestra en la Figura 8.19.

Vy=10V

+
<-> VTH R*i- = 5 Q

-Tb

Figura 8.19. Retiro de la resistencia Ro y marcado de las terminales a y b del
circuito.

Paso 2. Se resuelve el circuito de la Figura 8.19 para calcular
el voltaje de Thévenin Vy,. El circuito se puede resolver practica-
mente con cualquiera de los métodos ya explicados en los capitulos
anteriores. A continuacién, se presenta un resumen de cémo queda
calculado el voltaje Vy, con cada uno de los métodos estudiados.
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Analisis de mallas

Se dibujan las corrientes de malla en el circuito de la Figura 8.20,
y aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff, se obtienen y simpli-
fican para ser resueltas en un sistema de dos ecuaciones con dos

incégnitas.
R, =100 R2—6.Q R3—2011
V, =10V + - la - Vg =20V
Il
b
T R4 =50
Figura 8.20. Se plantean las mallas en el circuito para poder calcular V.
211; —5I, = 10 ) Ec(])
Dos ecuaciones
—511 +2512 = =20 EC([I) con dos incégnitas

Se resuelve el sistema con cualquiera de los métodos estudia-
dos en el capitulo 4 y resulta:

I, = 03A
I, = —074A

El voltaje de Thévenin se puede calcular con los valores de las
corrientes y cualquiera de las tres trayectorias validas de la Figura

8.20.
Vrn = —[1R1 + Vy (8.12)
VTh = 11R2 + R4([1 - [2) (8.13)
Vrn = LRy, + IR3 + Vp (8.14)

Sustituyendo los valores de corrientes y resistencias en la
ecuacién (8.13) resulta:

Vrn = iRy + Ry(I1 — I3)
Vrn = (03A)(60) +(BY[03A-(-0.744)]
Vi = 7V
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Analisis de nodos

Para simplificar el andlisis del circuito y calcular sélo un voltaje de
nodo se suman las resistencias R; y R,. Enla Figura 8.21 se muestra
c6mo quedan marcadas las corrientes y los voltajes de nodo; dos de
los tres voltajes ya se conocen (V, y V3) sélo resta calcular V,.

R, =16Q x R;=20Q

A WV\I B

Vi=10V| —— A Vg =20V
]-) VX
R4 =50

Figura 8.21. Circuito para aplicar el analisis de nodos y poder calcular Vy,.

En la Figura 8.21 aplicamos la ley de corrientes de Kirchhoff
para el nodo x, tal como se aplicé en los problemas del capitulo 5, y
resulta una ecuacién con una incégnita (8.19).

11 = 12 + 13 (8.15)

Vg —Vx

L=-—=
R12 (8.16)

V,
12 - _x

Ry (8.17)

Vx — Vs

Ip=2—=2
R (8.18)

W—W_%+%—%

R, Ry R3 (8.19)

Al sustituir los valores de la Figura 8.21 en la ecuacién (8.19)
y despejar el valor de V, resulta.

V, =52V

Se calcula el valor de la corriente I; con la ecuacién (8.16)
para, después, calcular el voltaje V7, con la ecuacién (8.12).

I_VA—Vx_IOV—S.ZV
™Ry, T 160

I, = 03A

VTh = —]1R1 + VA
Ve = —(0.3A)(10Q) + 10V
Ve = 7V
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Utilizando el teorema de superposicién

Se sumardn las resistencias R; y R, para simplificar el andlisis del
circuito y para aplicar el teorema de superposicién, se debe definir
qué valor es el que se calculard. En este caso podria ser el voltaje
V.o la corriente [; marcadas en la Figura 8.22 —ambos valores faci-
litan el cdlculo del voltaje de Thévenin-. En este caso, resulta mas
facil poder calcular el voltaje V,, por lo tanto, serd éste el valor que
se calcule.

R,=16Q x Ry=20Q0

V,=10V _— Vg =20V

O i O

Figura 8.22. Circuito para aplicar el andlisis de superposicién y poder calcular V.

A partir de la Figura 8.22, y utilizando un divisor de voltaje para
calcular V, con cada fuente, se calculan las ecuaciones siguientes.

(Rz 1 Ry) ]
Ri + (R3 Il Ry)] (8.20)

VSc'=VA[

W = [ (Ry Il Ry)

5 R3+ (R1 I Ry) (8.21)
Vo=V + 1~ (8.22)

Al sustituir los valores de la Figura 8.22 en las ecuaciones
(8.20) y (8.21) para sumar los valores y obtener V, resulta:

— (10W) £(207) (3.809 Q)
16Q+ (4 Q) 20 O + (3.809 Q)
V,=2V+32V
V, =52V

Se calcula el valor de la corriente I; con la ecuacién (8.16) para
después calcular el voltaje Vy, con la ecuacién (8.12).
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I_VA—I/;C_10V—5.2V
™Ry, T 160
I, = 03A

Vin = —11R1 + V4
Ve = —(0.3A)(10Q) +10V
Vi = 7V
Utilizando la transformacién de fuentes
Para aplicar la transformacién de fuentes, se utiliza el circuito de
la Figura 8.23. En este ejemplo, se puede reducir el circuito hasta

que queda una fuente de voltaje y una resistencia conectadas a las
terminales a y b.

R, =10Q R, =60 Ry =20 Q

’V\N\:lWV\:

V,=10V Vg =20V

R,=50
T b

Figura 8.23. Circuito para aplicar la transformacién de fuentes y poder calcular

V]},.

Se utilizan las ecuaciones (7.4) y (7.5) para transformar las
fuentes y las ecuaciones (2.1) y (2.3) para reducir las resistencias
en serie y en paralelo, y simplificar asi el circuito hasta dejar uni-
camente una fuente de voltaje y una resistencia conectadas a las
terminales a y b.

A continuacién, se muestra la secuencia de transformaciones
hasta obtener el voltaje de Thévenin. A partir de la Figura 8.23 se
obtiene la Figura 8.24, después de transformar la fuente de V, y la
resistencia R; y con la fuente Vy y la resistencia Rs.
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Va 10Q

=—=—=1A
ATR, 100
Vg _ 20V 1
B=R: 200
R,=6Q
Ih,=1A la 15=1A

I >

10 ﬂ 50 20 .Q
T b
Figura 8.24. Fuentes de voltaje transformadas en fuentes de corriente.
Rsll Ry = 4Q

R, =60

| MW
Ih,=1A a 15=1A

I R34

10 ﬂ
T b
Figura 8.25. lieduccién de las resistencias Rs y Ry en paralelo.
Vs’ = IgRss = (1A)(4 Q) = 4V

R2=6.0. R34=4Q

la’\/\M

NOEE: . o

Figura 8.26. Transformacién de fuente de corriente a fuente de voltaje.
R234_ = RZ + R34, =100
R234 =100

h=1A la Vg =4V

D & ®
.

Figura 8.27. Reduccién de las resistencia R, y Rs, en serie.

ooV AV
BT Rh, 100
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I,=1A ‘a Iy"=04A

Rq R334
10 O 10 Q

T b
Figura 8.28. Transformacién de fuente de voltaje a fuente de corriente.

Ir=L+1y =14A
Rr =(R1 Il Ra34) =50

Ir =14A |9
- RT
5Q
T b
Figura 8.29. Reduccién de fuentes de corriente en paralelo y resistencias en

paralelo.

VT = ITRT == (14 A)(S .Q) =7V

Tb

Figura 8.30. Transformacién de fuente de corriente a fuente de voltaje.

Si se observa con detenimiento lo que se acaba de obtener es
ya directamente el “Circuito equivalente de Thévenin” es decir, aca-
bamos de obtener el voltaje Vo, y la resistencia Ry,. Por lo tanto, el
circuito se debe representar como aparece en la Figura 8.31.

RTh=SQ
Vm=7V a

@
y

Figura 8.31. Transformacién de fuente de corriente a fuente de voltaje.
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Paso 3. A pesar de que con el dltimo de los métodos ya se ob-
tuvo el circuito equivalente de Thévenin, falta calcular la resisten-
cia de Thévenin Ry, para los otros casos en los que no se sabe atn
su resultado. Se deben eliminar las fuentes y calcular la resistencia
equivalente de Thévenin Ry, en las terminales a y b. En la Figura
8.32 se muestra cémo queda el arreglo de resistencias sin fuentes
para poder calcular la resistencia Ry,.

R, =100 R, =60 Ry =200

Vy,=0V la Vg =0V

I R Th §R4 = 5 0

T b
Figura 8.32. Circuito sin fuentes de alimentacién para poder calcular la resistencia
de Thévenin Ry,.

R3R
RTh — R1 I [RZ +L]

R3s + R4
200 Q)
Rrn = 10 Q) 1 [“”m
RTh =50

Paso 4. Con el voltaje y la resistencia calculados se construye
el circuito equivalente de Thévenin de la Figura 8.33. El circuito
que se tenia en la Figura 8.18 ha quedado reducido simplemente a
una fuente de voltaje en serie con una resistencia.

RTh=5'Q'
a
Vrh=7v L
+
. Ry =>Vo
® )

Figura 8.33. Circuito equivalente de Thévenin calcualdo.

En el ejemplo se pudieron aplicar todos los tipos de anélisis
para calcular el voltaje V. En términos de trabajo y complejidad, la
forma mds fécil de obtener el voltaje de Thévenin fue con el método
de superposicién y aunque con varias transformaciones, también
con la transformacién de fuentes, en la que ademds se obtuvo la
resistencia de Thévenin al mismo tiempo que se calculé el voltaje.
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Ejemplo 8-4. Utilizando el circuito equivalente de Thévenin, cal-
cular la corriente y el voltaje de la resistencia R, en el circuito de la
Figura 8.34 tomado de Flores-Oropeza (2017b).

I,=1A R,=50Q
() MW

—/

O O 2o

R =80

— MWW

Figura 8.34. Circuito para obtener el circuito equivalente de Thévenin y para la
resistencia Ry.

Solucién.

Aplicamos los 4 pasos para obtener el circuito equivalente de Thé-
venin.

Paso 1. Retiramos la resistencia R del circuito y marcamos las
terminales tal como se muestra en la Figura 8.35.

—/

Figura 8.35. Marcado de las terminales después de retirar la resistencia Ry.

Paso 2. Se resuelve el circuito de la Figura 8.35 para calcular el
voltaje de Thévenin V. A partir de la Figura 8.35 se hace un breve
andlisis en la Tabla 8.2 de las ventajas y desventajas de utilizar un
andlisis u otro para el cdlculo de V.
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Método de analisis

Mallas

Tabla 8.2. Ventajas y desventajas para seleccionar el tipo de analisis y calcular Vr,

en el circuito

Ventajas

Se tienen 3 mallas y 2 de ellas ya
estan definidas, por lo tanto, sé6lo
falta calcular una de las corrientes.

Desventajas

Con las corrientes, todavia se debe cal-
cular el voltaje de Thévenin a partir de
alguna trayectoria valida.

Nodos

Nos podria dar directamente el
valor del voltaje de Thévenin, de-
pendiendo de dénde se seleccione
el nodo de referencia.

Se tienen 7 nodos y el nodo de referen-
cia, por lo tanto, resultaria un sistema
de 7 ecuaciones con 7 incégnitas.

Superposicién

Se resolverian circuitos con una
sola fuente de alimentacién.
Proporciona el valor del voltaje di-
rectamente.

Se resuelven 4 circuitos, algunos con
conexiones confusas.

Transformacién de
fuentes

Ninguna.

No se puede aplicar la transformacién
de fuentes en el circuito para todas las
fuentes.

De la Tabla 8.2 se observa que el andlisis de mallas o el prin-
cipio de superposicién son los dos métodos factibles para calcu-
lar el voltaje de Thévenin V7. En este caso, se resolvera el ejemplo

utilizando el andlisis con mallas y se dejara al estudiante practicar

el principio de superposicién para comprobar el resultado que se

compartird mas adelante.

En la Figura 8.36 se proponen las direcciones de las corrien-
tes, se colocan los signos de los voltajes y se aplica la ley de ten-

siones de Kirchhoff para obtener la ecuacién y poder calcular la

corriente que falta del circuito (I,).

Figura 8.36. Asignacién de las corrientes y colocacién de signos en las mallas del

circuito para calcular Vg,
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A partir de la Figura 8.36 se observa que los valores de las
corrientes I; e I3 ya se encuentran definidos porque en el circuito
aparecen fuentes de corriente que asi las establecen.

Para la corriente I se tiene:

IL=-I,=-(A4A)
al=—1A
Para la corriente I, se tiene:
I3 =—-Ig=—-(2A)
aly=—2A

Enla Figura 8.36 aplicamosla ley de voltajes de Kirchhoff para
la malla de I, en favor de las manecillas del reloj (L) y nos resulta:

z Vtrayectoria =0V

V2 + R512 + R3(12 - 11) + R4_12 =0V

Sustituimos los valores y despejamos el valor de I, para tener
5V+ (6 0L+ @) —(-1A)+GQL =0V

S5V+(6WDL+(@Q)U)+4V+GQAL=0V

; =9V
27150
w1, =—06A

Ya con los valores de las corrientes se pueden plantear trayec-
torias con la ley de voltajes de Kirchhoff en las que se involucre al
volteje de Thévenin Vy, para poderlo calcular.

A partir de la Figura 8.36 se muestran las trayectorias de vol-
taje para poder calcular el voltaje de Thévenin.

Vrn = Rsly + Ry(I; — I3) + Vi — Rgl3 (8.23)
—Vy — R4l + R3(11 - 12) + Rz(ll — 13) + Vi — Relz (8.24)

Sustituyendo los valores de corrientes y resistencias en la
ecuacién (8.23) resulta:

Vrn = Rsly + Ry(Iy — 13) + V1 — Rel3
=(60)(-06A)+BMD(-1A-(-2A)+3V-(8Q)(-2A)
Vrn = 184V
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Este mismo resultado se debe obtener si se decide calcular con
el principio de superposicién. El voltaje Vy, estard integrado por la
contribucién de cada una de las fuentes de voltaje y de corriente
en el circuito. La ecuacién y los valores con los que contribuye cada
una de las fuentes se muestran a continuacién. Se deja al estudian-
te comprobar estos resultados.

Ven = Ven +Ven +Ven + VeV
Vipn =3V -2V —-46V+22V
Vi, = 184V

Paso 3. Para calcular la resistencia de Thévenin Ry, se deben
eliminar las fuentes y calcular la resistencia en las terminales a y b.
En la Figura 8.37 se muestra cémo queda el arreglo de resistencias
sin fuentes para poder calcular la resistencia Ry,. Obsérvese que la
resistencia R; queda conectada sélo de un extremo, por lo tanto,
no estd en serie ni en paralelo con ninguna otra resistencia y es por
esta razén que no se incluye en el cdlculo de la resistencia Ry,

I,=0A Ry,=5Q

W\,

V, =0V
v, =0V ¢
Izg=0A Rrn
Rs=8Q Tb

W,

Figura 8.37. Circuito sin fuentes de alimentacién para poder calcular la resistencia
de Thévenin Ry,.
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La resistencia de Thévenin resulta entonces.
Rrn =Rz + Re + [(R3 + Ry) Il Rs]

40+50)(060)
40+50)+60Q

RTh=3Q+89+[

Rpp = 14.6 Q

Paso 4. Con el voltaje y la resistencia calculados se construye
el circuito equivalente de Thévenin de la Figura 8.38. El circuito
que se tenia en la Figura 8.34 ha quedado reducido simplemente a
una fuente de voltaje Vy, en serie con una resistencia Ry, y con la
resistencia R,.

Ryp = 14.6 Q
Vpp = 184V + 94 l’R?
Vey= Ry, =70
- &

Figura 8.38. Circuito equivalente de Thévenin junto con la resistencia R; que se
habia retirado desde el principio del andlisis.

La corriente y el voltaje de la resistencia R; se calculan con
facilidad de la siguiente manera.

_ Vpp 184V
" R+ R, 146Q0+70Q

Ir; = 851.85 mA

Ir7

Vr7 = (Ir7)(R7) = (0.85185 A)(7 Q)
VR7 =596V
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Ejemplo 8-5. Obtener el circuito equivalente de Thévenin visto
desde las terminales de la resistencia R;. Utilizando el circuito
equivalente de Thévenin calcular la corriente y el voltaje de la resis-
tencia R; en el circuito de la Figura 8.39.

R,=30Q R, =50

Vr =3V 4V

Figura 8.39. Circuito para obtener el circuito equivalente de Thévenin y para la
resistencia R;.

Solucién.

Se trata de un circuito en el que aparece una fuente de voltaje
dependiente de voltaje. Se debe tener cuidado en no separar la
fuente dependiente del elemento que la controla, en este caso el
voltaje de R, con la polaridad indicada por V.

Aplicamos los 4 pasos para obtener el circuito equivalente de
Thévenin.

Paso 1. Retiramos la resistencia R; del circuito y marcamos las
terminales tal como se muestra en la Figura 8.40.

2—39 R4—SQ

4V,

+

Vrn

3

Figura 8.40. Marcado de las terminales después de retirar la resistencia Rs.
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Paso 2. Se resuelve el circuito de la Figura 8.40 para calcular
el voltaje de Thévenin RVy,. Ya que el circuito se encuentra abierto
entre las terminales a y b, entonces la fuente de voltaje V; sélo esta
conectada al circuito a través de la terminal positiva. Esto ocasiona
que la fuente no esté conectada con ninguno de los elementos, ni
en serie ni en paralelo y, por consiguiente, no fluye corriente a tra-
vés de las resistencias. Al no haber corriente a través de las resis-
tencias entonces tampoco existe caida de voltaje en ninguna de
ellas, incluida la resistencia Ry, y dado que la fuente dependiente
necesita de ese voltaje, entonces la fuente dependiente también
se encuentra con un valor nulo. En la Figura 8.41 y en la Figura
8.42 se muestran las ideas de corriente y voltaje nulos que tienen
todos los elementos que integran el circuito y por lo tanto que se
comporten como simples conductores.

VRZ =0V VR4 =0V
I=0A I=0A
S
Vp =3V Ao =0V
Vei =0VSV, =0V Ldq
l[ —oa Vm
3
Figura 8.41. Corriente nula a través de_todas las resistencias.
VRZ =0V VR4- =0V
o < 4 .
- VT =3V
L ] ¢ 4(0V)=0V
Vei=0V | v, =0V +oa
4 o
) Vrp = =Vr
-

Figura 8.42. Voltajes nulos en todas las resistencias ocasiona que se comporten
como simples conductores, incluida la fuente dependiente.
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Ya que no existen caidas de tensién en ninguno de los ele-
mentos del circuito de la Figura 8.42, entonces al momento de me-
dir el voltaje entre las terminales a y b el Gnico voltaje que aparece
es el voltaje V; pero con polaridad invertida, tal como se observa
en la ecuacién (8.25).

Vrp = —Vr
Vrp = -3V (8.25)

Paso 3. Ahora se debe calcular la resistencia de Thévenin Ry,
pero al tratarse de un circuito en el que estd incluida una fuente de-
pendiente, entonces se puede calcular de dos formas distintas, una
es calculando la corriente de corto circuito (I,.) entre las terminales
ay by otra es con una fuente de corriente unitaria (I,= 1 A).

Célculo de Ry, utilizando la corriente de corto circuito (I,,)

Se colocan en corto circuito las terminales a y b para quedar como
se aprecia en la Figura 8.43. A partir de este circuito, se calcula el
valor de la corriente I y, junto con el voltaje de Thévenin Vy, se
calcula la resistencia Ry,

+ Vp =3V
4V,
R, =20V a
= [cr:
b

Figura 8.43. Corto circuito en las terminales a y b para calcular la corriente I..

Para calcular la corriente I, se plantean las direcciones de las
corrientes I e I,, tal como se indica en la Figura 8.44.

R, =30 R,=50

_W+ .|.IV\/V\'T

4V,

Figura 8.44. Planteamiento de las direcciones en las corrientes.
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La direccién de la corriente I; se propuso en contra de las ma-
necillas del reloj para que los signos del voltaje V5 coincidan con los
que esta corriente determina. Por lo tanto, para este circuito, y con
las direcciones de las corrientes establecidas, la corriente I, queda
definida con la ecuacién (8.26).

Iee=—(1 + 1) (8.26)

Se observa que las resistencias R; y R, estdn en serie y quedan
conectadas en paralelo con la fuente V7, por lo tanto, la corriente
I; se calcula con la ley de Ohm. Con el valor de la corriente I; se
calcula el voltaje V5 y, por ende, se determina el valor de la fuente
dependiente(4Vy) y la corriente L.

Entonces, a partir de la Figura 8.44, la corriente I; queda defi-
nida de la siguiente manera.

L Vi 3V
"R/ +R, 20+30Q
I, =06A

El voltaje V; queda entonces de la siguiente manera.
Vo =1L1Ry = (0.6 A)(2Q)
Vg =12V
La corriente I, queda definida de la siguiente manera.
_Vr—4Vp 3V—-4(1.2V)
R, 50Q
I, =-0.36A

Ya con los dos valores de las corrientes se sustituyen en la
ecuacion (8.26) resultando.

Ie=—(U1+ 1) =—(0.6A+(-0.364))
Ie =—0.24A

I

Entonces para calcular la resistencia de Thévenin, se sustitu-
ye el voltaje de Thévenin Vy, y la corriente I, en la ecuacién (8.1),

resultando.
R = Vrn _ -3V
™= .. —024A
Rrp=1250Q
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Calculo de Ry, utilizando una fuente de corriente unitaria

(I,=1A)

Se eliminan todas las fuentes independientes del circuito (las fuen-
tes de voltaje se colocan en corto circuito y las fuentes de corriente
se dejan en circuito abierto) como ocurre en el principio de super-
posicidn; sélo se dejan en el circuito las fuentes dependientes. Para
calcular el valor de la resistencia de Thévenin Ry, con este procedi-
miento, se debe calcular el voltaje v que aparece entre las termina-
les a y b después de colocar una fuente de corriente unitaria (I, = 1
A), tal como se aprecia en la Figura 8.45.

La direccién de la corriente I; se propone igual que en el pro-
cedimiento anterior, es decir, en contra de las manecillas del reloj,
para que los signos del voltaje Vj coincidan también con los que
esta corriente establece. En el circuito también aparecen las polari-
dades de los voltajes en las resistencias.

Para resolver el circuito y poder calcular el voltaje v se aplicara
el andlis de mallas. Obsérvese que se produce una supermalla por
la fuente de corriente entre las dos mallas.

R,=3Q

Figura 8.45. Circuito con fuente dependiente y con fuente unitaria de corriente
para el célculo de Ry,

A partir de la Figura 8.45 se obtienen las ecuaciones del siste-

ma resultando.
Para la fuente de corriente unitaria (condicién de supermalla).

L+ 1 = I
I +1; =1 (8.27)
El voltaje V5 en términos de la corriente, resulta:
Vp = 1Ry
Vo =211

Para la supermalla que se obtiene en el perimetro de todo el
circuito resulta:
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_IlRl - Ile + 12R4 + 4‘V¢ =0V
—211 - 3[1 + 512 + 4(2]1) =0
311 +5I, =0 (8.28)

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultaneas que se for-
man con las ecuaciones (8.27) y (8.28) resulta:

I; =25A
I, =-15A

El voltaje v se calcula utilizando la rama de las resistencias R,
y R,, quedando:

v = Il(R]_ + Rz)
v=05A)20+3Q)
v=125V

De acuerdo entonces con la ecuacién (8.2), la resistencia de
Thévenin es igual al voltaje v, resultando:

Rrp=v=1250

Paso 4. Con el voltaje y la resistencia de Thévenin se construye
el circuito equivalente de Thévenin de la Figura 8.46. En este circuito
ya se pueden calcular los valores de corriente y voltaje para Rs.

RTh = 12.5 .Q.

alfm

Ves S Rs =100

VTh = —3V

- b

Figura 8.46. Circuito equivalente de Thévenin calcualdo a partir de un circuito con
fuente dependiente.

A partir de la Figura 8.46, para calcular el voltaje de la resis-

tencia R; utilizamos un divisor de voltaje y para calcular la corrien-
te se utiliza la ley de Ohm.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Vrz =V <L> =(=3V) < 104 )

Rrn + R3 1250+ 100Q
VR3 =-133V
Vrz —133V

I = —_— —
R3 ™ R, 100
Irs = —133.33 mA

Se ha obtenido el circuito equivalente de Thévenin de un cir-
cuito en el que estaba incluida una fuente de voltaje dependiente
de voltaje.

Para calcular la resistencia de Thévenin se utilizaron las dos
formas posibles, la primera calculando la corriente de corto circui-
to I, y la segunda utilizando una fuente de corriente unitarial, =1
A (resuelto con mallas); para ambos procedimientos la resistencia
result6 la misma.

Al utilizar la fuente de corriente unitaria (I, = 1 A) también
se pudo haber calculado el voltaje v -y resuelto el problema- em-
pleando el anélisis de nodos; el resultado debe ser el mismo. Se deja
al estudiante la tarea de comprobar estos resultados aplicando el
andlisis con nodos en el circuito de la Figura 8.47.

R,=3Q R, =50Q v,

vy = 4V = 4v,

Figura 8.47. Circuito para calcular los voltajes de nodo y, con ello, la resistencia
de Thévenin.

TEOREMA DE NORTON

En 1926 Edward Lawry Norton presenté un informe técnico en los
Laboratorios Bell donde mencionaba la utilidad que tenia emplear
un circuito equivalente con una fuente de corriente equivalente.
En ese mismo afio, Hans Ferdinand Mayer publicé el mismo resul-
tado que Norton y lo detall6 completamente, sin embargo, es a Ed-
ward Norton a quien se le atribuye este teorema (Johnson, 2003a).

El teorema de Norton establece que cualquier circuito eléctrico
lineal se puede sustituir por un circuito equivalente, a partir de dos
terminales a y b cualesquiera, y por una fuente de corriente en parale-
lo con una resistencia. Para obtener el circuito equivalente de Norton
béasicamente se deben calcular dos valores, la corriente de Norton Iy y
la resistencia de Norton Ry.
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Por lo tanto, los pasos para obtener el circuito equivalente
de Norton son semejantes que para obtener el circuito equivalen-
te de Thévenin, sélo que en lugar de calcular el voltaje de Théve-
nin Vyp, se calcula la corriente de Norton Iy.

A continuacién, se resumen los cuatro pasos para calcular es-
tos valores y poder construir el circuito equivalente de Norton.

Pasos para implementar el Teorema de Norton
Paso 1.
Retirar el elemento o la parte del circuito que se desea analizar

Se retira el elemento o los elementos que se desean analizar y las
terminales que quedaron abiertas se identifican con las letras a y b.

Sien el circuito estan presentes fuentes dependientes, se debe
tener cuidado de no separar la fuente dependiente de la corriente
o el voltaje que la controla, de lo contrario, no se podra obtener el
circuito equivalente de Norton.

Paso 2.
Calcular la corriente de Norton Iy
Se colocan en corto circuito las terminales a y b para calcular la co-

rriente que circula a través de ellas y a la cual llamaremos corriente
de Norton Iy, tal como se muestra en la Figura 8.48.

a

Circuito para
calcularel
. Iy
equivalente
de Norton

Figura 8.48. Forma de colocar en corto circuito las terminales para calcular la
corriente de Norton Iy.

Para resolver el circuito y poder calcular la corriente de Nor-
ton Iy, se utilizara cualquiera de los métodos ya estudiados, es de-
cir, andlisis de circuitos en serie, paralelo, mixtos, estrella, delta,
analisis de mallas, nodos, superposicién, transformacién de fuen-
tes, incluso se podra aplicar nuevamente el teorema de Thévenin o
Norton.

Paso 3.

Calcular la resistencia de Norton Ry

La resistencia de Norton Ry se calcula entre las terminales a y b.
Para ello, primero se hacen cero todas las fuentes independientes
del circuito. Las fuentes de voltaje son sustituidas por un corto cir-

cuito, mientras que las fuentes de corriente se sustituyen por un
circuito abierto, tal como se indica en la Figura 8.49a y b. Entonces,
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entre las terminales a y b, con las fuentes anuladas, se calcula la
resistencia equivalente de Norton Ry.

OGNS BEEON o

a) b)

Figura 8.49. Forma de sustituir las fuentes para el célculo de la resistencia de
Norton Ry. a) La fuente de voltaje se sustituye por un corto circuito y b) la fuente
de corriente se sustituye por un circuito abierto.

Cuando en el circuito existen fuentes dependientes, la resis-
tencia de Norton Ry se podra calcular de dos formas distintas:

+ Laprimera forma consiste en regresar las fuentes a su esta-
do original y dejar abiertas las terminales a y b para calcular
el voltaje de circuito abierto V,;, que aparece entre las termi-
nales, tal como se indica en la Figura 8.50. Con ese valor de
voltaje y con la corriente de Norton Iy se podra calcular la
resistencia de Norton Ry, tal como se indica en la ecuacién
(8.29).

a

Circuito con

fuentes Vv
dependientes ab

\ / b

Figura 8.50. Forma de medir el voltaje en las terminales a y b para calcular el
voltaje en el circuito V. Este calculo se realiza con todas las fuentes en su estado
original.

_ VY

Ry =
In (8.29)

+ Lasegunda forma para calcular la resistencia de Norton Ry
cuando hay fuentes dependientes en el circuito consiste en
hacer cero todas las fuentes independientes y utilizar una
fuente auxiliar que se conectard en las terminales a y b del
circuito. La fuente serd una fuente de corriente de valor
unitario (I, = 1 A) conectada a las terminales a y b, tal como
se indica en la Figura 8.51.
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a

I, =1A +
Circuito con
v fuentes
dependientes
b —

Figura 8.51. Forma de conectar la fuente de corriente de valor unitario I, para
calcular Ry.

Se calcula el voltaje v y éste serd directamente el valor de la
resistencia de Norton Ry. Esto se debe a que se divide en-
tre el valor de la fuente de corriente unitaria I, y con esto
los volts se transforman en ohms tal como se indica en la
ecuacion (8.2).

R 17_ v
N, T 1A
“Rrpn =v Q (8.30)

Paso 4.
Construir el circuito equivalente de Norton

Con los valores de resistencia y corriente de Norton (Ry, Iy) cons-
truir el circuito equivalente tal como se muestra en la Figura 8.1b.
Se regresa el elemento o los elementos que se retiraron en el pri-
mer paso y se continda con el andlisis original del problema. Es
decir, se calcula la corriente, el voltaje o la potencia que se pide
en el elemento o la porcién del problema que se habia retirado
desde el principio.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS
UTILIZANDO EL TEOREMA DE NORTON

Se resolveran nuevamente los ejemplos ya resueltos con el teorema
de Thévenin, pero Gnicamente para calcular la corriente de Norton
(Paso 2.°) y para construir el circuito equivalente de Norton (Paso
4.°) ya que los otros dos pasos son iguales para el calculo del circui-
to equivalente de Thévenin.
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Ejemplo 8-6. Resolver el circuito del Ejemplo 8-1 para obtener
el circuito equivalente de Norton visto desde las terminales de la
resistencia Rs.

Los valores que se obtuvieron del circuito equivalente de Thé-
venin fueron Vy, =11 Vy Ry, = 15 Q; por consiguiente, la corriente
de Norton debers ser.

o=t 1V oaaaia
N=Rm 150 000 mW

Solucién.
Paso 2. En la Figura 8.52 se muestra el circuito con las terminales

ay b en corto circuito para comenzar con la obtencién del circuito
equivalente de Norton.

VA=22V

Figura 8.52. Circuito para obtener la corriente de Norton retirando la resistencia Rs.

La corriente de Norton I se puede calcular con facilidad apli-
cando laley de corrientes de Kichhoff en cualquiera de los nodos de
las terminales a 0 b con las ecuaciones (8.31) o (8.32).

Iy = Ip1— I3 (8.31)
Iy = Ipg — Ip2 (8.32)

Para conseguirlo, primero observamos en la Figura 8.52 que
las resistencias R; y R,, asi como las resistencias R; y R,, quedaron
conectadas en paralelo al colocar el corto circuito entre las termi-
nales a y b. Por lo tanto, se pueden reducir a una sola resistencia
cada par de ellas resultando el circuito de la Figura 8.53.

RyR 16 0)(12 Q

__RiR, _(160)( )26_857Q
Ri+R, 1604120
_ RsRy  (480)(4 Q)
* T Ry+ R, 480+40Q

12

= 3.692 ()
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Vi, SRiz = 68570

V, =22V

+
V34 §R34 =3.692 O

Figura 8.53. Simplificacién de resistencias para calcular los voltajes y después las
corrientes.

Se calcula el voltaje de cada resistencia equivalente, y cada
voltaje serd el mismo para las dos resistencias que se encuentran
en paralelo.

v —V( Ry )—(ZZV)( 6.857 O )
127 "A\Ryy + R3y) 6.857 Q0+ 3.692 O

V12 =143V

) _V( Rsq )—(zzv)( 3.692 0 )
34 = VAR, ¥ Raa) 6.857 O + 3.692

V34 =77V

La corriente en las resistencias R; y R; resultan:
V12
IR1 =——=893.75mA
R4

V34
Ipz = R_ = 160.41 mA

3

Aplicando la ecuacién (8.31) se tiene:

Iy = Ips — Izz = 893.75 mA — 160.41 mA
Iy = 733.33 mA

Paso 4. La corriente de Norton I coincide con el valor que se
calculé con el voltaje y la resistencia de Thévenin, por lo tanto, el cir-
cuito equivalente de Norton es el que se muestra en la Figura 8.54.
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Iy =733.33mA

CT) Ry =159

= e b

Figura 8.54. Circuito equivalente de Norton del Ejemplo 8-1.

Ejemplo 8-7. Resolver el circuito del Ejemplo 8-2 para obtener
el circuito equivalente de Norton visto desde las terminales de la
resistencia R;.

Los valores que se obtuvieron del circuito equivalente de Thévenin
fueron Vy, = 6 Vy Ry, = 10 kQ, por consiguiente, la corriente de
Norton debera ser:

o=t _ 8V oo
N Ry T 10KkQ HA

Solucién.
Paso 2. En la Figura 8.55 se muestra el circuito con las terminales

ay b en corto circuito para comenzar con la obtencién del circuito
equivalente de Norton.

Ry = 20 kQ R; = 6 kQ

Vip =30V + Tra a
R, = SkQ>Vke3 Iy

- b

Figura 8.55. Circuito para obtener la corriente de Norton retirando la resistencia Rs.

La corriente de Norton Iy es la que circula a través de la resis-
tencia R; y se puede calcular con facilidad determinando primero
el voltaje V3.

Iy = Ips (8.33)

Para conseguirlo, primero observamos en la Figura 8.55 que las
resistencias R, y R; quedaron conectadas en paralelo al colocar el cor-
to circuito entre las terminales a y b. Por lo tanto, se pueden reducir a
una sola resistencia, resultando el circuito de la Figura 8.56.

o R:R;  (5kQ)(6kQ)
2T R,+R; 5kQ+6KkQ

= 2.72kQ
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Ry = 20 kO

—AAM——

+
- 2.72 kQ R23

Figura 8.56. Simplificacién de resistencias para calcular el voltaje y después la
corriente Iy.

Se calcula el voltaje de la resistencia equivalente y el voltaje serd
el mismo para las dos resistencias que se encuentran en paralelo.

, _V< Ra3 )—(30v)( 2.72 kQ )
R23 = Vin\p TR )~ 20k + 2.72kQ

VR23 =36V

La corriente en las resistencias R resulta:

v,
1R3=%=600uA
3

Paso 4. La corriente de Norton Iy coincide con el valor que se
calculé con el voltaje y la resistencia de Thévenin, por lo tanto, el
circuito equivalente de Norton es el que se muestra en la Figura 8.57.

® a

Iy = 600 pA
CI) Ry = 10kQ
e b

Figura 8.57. Circuito equivalente de Norton del Ejemplo 8-2.

Ejemplo 8-8. Resolver el circuito del Ejemplo 8-3 para obtener
el circuito equivalente de Norton visto desde las terminales de la
resistencia R;.

Los valores que se obtuvieron del circuito equivalente de Thévenin
fueron Vp, =7 Vy Ry, = 5 Q, por consiguiente, la corriente de Nor-
ton debera ser:

Ven 7V
Iy=—=—=14A
N Rm 50

Solucién.

Paso 2. En la Figura 8.58 se muestra el circuito con las terminales
a 'y b en corto circuito para comenzar con la obtencién del circuito
equivalente de Norton.
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[ Vg =20V

Figura 8.58. Circuito para obtener la corriente de Norton retirando la resistencia Rs.

La corriente de Norton Iy se puede calcular con facilidad apli-
cando la ley de corrientes de Kichhoff en la terminal a con la ecua-
cién (8.34).

Iy =1Ig1 + Igy (8.34)

Observamos de la Figura 8.58 que la corriente I, se puede
calcular simplemente aplicando la ley de Ohm, resultando:

Vi 10V
R, 10Q

La forma mas rapida para calcular la corriente I, es aplicando
la transformacién de fuentes a la fuente V; hasta dejar una fuente
de voltaje con una resistencia conectadas en serie con la resistencia
R,. A continuacién, se muestra este proceso de transformaciones
de fuente de la Figura 8.59 a la Figura 8.61.

A partir de la Figura 8.58 se calcula la fuente de corriente I
con la resistencia R; en paralelo para quedar como se aprecia en la
Figura 8.59.

IR1= =1A

Vg 20V
IB=—=—=
Rs 200
Ry =100 R, =60

MWW———WW

—_— a —

1A

Vy=10V Ip=1A

O " 7 2O

b

Figura 8.59. Fuente de voltaje transformada en fuente de corriente.
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Se simplifican las resistencias R; y R, en paralelo para dejar
una sola resistencia equivalente como se muestra en la Figura 8.60.

R:Rs  (200)(50Q)

- = =40
T Rs+R, 200450
R, =100 R, =60

ANV = WW

Va=10V

b

Figura 8.60. Simplificacién de las resistencias Rs y R4 en paralelo.
Ahora se vuelve a transformar la fuente de corriente y la resis-

tencia equivalente en una fuente de voltaje con una resistencia en
serie resultando el circuito de la Figura 8.61.

VB, = IBR34. = (1 A)(4 .Q) =4V

R, =10Q R, =60 Ry =40
Vy=10V 1.7 “ I\‘/_V_V\r ’
A- Ir1 Igz Vs
® O
Iy
b

Figura 8.61. Fuente de corriente transformada en fuente de voltaje.

Observamos de la Figura 8.61 que la corriente I, se puede
calcular simplemente aplicando la ley de Ohm, resultando:

Vg 4V
" Ri+Rz 10Q

IRZ =04A

Aplicando la ecuacién (8.34) la corriente de Norton resulta:
In=1Ig1+Ig =1A+04A
Iyn=14A
Paso 4. La corriente de Norton Iy coincide con el valor que se

calculf con el voltaje y la resistencia de Thévenin, por lo tanto, el
circuito equivalente de Norton es el que se muestra en la Figura 8.62.
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!N = 1.4’A

OE

o b
Figura 8.62. Circuito equivalente de Norton del Ejemplo 8-3.

Ejemplo 8-9. Resolver el circuito del Ejemplo 8-4 para obtener
el circuito equivalente de Norton visto desde las terminales de la
resistencia R, (Flores-Oropeza, 2017a).

Los valores que se obtuvieron del circuito equivalente de Thé-
venin fueron V= 18.4V'y Ry, = 14.6Q por consiguiente, la corrien-
te de Norton debera ser:

o=l 184V oA
N R 1460

Solucién.
Paso 2. En la Figura 8.63 se muestra el circuito con las terminales a

y b en corto circuito para comenzar con la obtencién de la corriente
de Norton.

1

=

Ia

R,=5Q
—(OD W=

I, - V, =5V
Iy §R3=4Q (_)
— + —
R = + _R5—6(1+
U:\NW T VVVVVT
I

¢ a

© (\cofg-sa |

b

Figura 8.63. Circuito para obtener la corriente de Norton entre las terminales a y b.
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Observar en el circuito de la Figura 8.63 que, si se resuelve
utilizando el andlisis con mallas, se pueden establecer las siguien-
tes afirmaciones:

+ La corriente de Norton Iy es igual que la corriente de malla
I,; asi queda expresado en la ecuacién (8.35).

Iy =14 (8.35)

+  Setrata de un circuito que tiene cuatro mallas, pero sélo re-
sultara un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas porque
en la malla de (I;) la corriente ya est4 definida.

« La corriente I; es el negativo de la fuente de corriente I,.

Iy =—Ig=—-1A

+ Se tiene la fuente de corriente I; entre dos mallas (I5 e I,),
por lo tanto, se produce una supermalla cuya condicién se
establece en la ecuacién (8.36) y se debe incluir en el siste-
ma de ecuaciones.

I B — 14_ — 1T 3
—I3+1,=2A (8.36)
+ En el circuito se pueden construir dos supermallas (R, Rs
R¢V1 y Ry R3 RV, RgV) de las cuales al menos una se debe
incluir para resolver el sistema de ecuaciones.
Una vez analizadas las caracteristicas del circuito, a continua-
cién se obtienen las ecuaciones de las mallas, aplicando la ley de

voltajes de Kirchhoff.
Para la malla de I, se tiene:

—(40)L+ 50, - (6Q),=-5V
Pero I, = — 1 A, entonces resulta.
(A5, — (6 I, =-9V (8.37)
Para la supermalla R, Ry RsV; se tiene:
—-BOL-6AL+ A1+ (6, =3V
Pero I, = -1 A, entonces resulta.
—(6 VI + (11 QI3+ (6QI, =0V  (839)
Se agrupan las ecuaciones (8.36), (8.37) y (8.38) para formar
un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas para resolverlo y ob-

tener la corriente de Norton (I,). Por facilidad en los calculos, se
omiten las unidades en las ecuaciones.
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—13 +I4 = 2 EC(I)
151, —6I, = —9 Ec(I)
—6l, +11I3 +6I4 = 0 Ec(I)

En la Figura 8.64 se muestra cémo se resuelve el sistema de

tres ecuaciones con tres incégnitas con la app System of Linear
Equations Solver.

h=-Li=-1A

X ¥ z total

s o e J[ > I, = —0.0958,9 A
I3 = —0.739,7 A
1.260,2 A

x

T3
—54 14.
73
92
=1

y=

x = —0.0058904109589041
y = —0.7397260273972602
z = 1.2602739726027397

Figura 8.64. App System of Linear Equations Solver para resolver un sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas.

Aplicando la ecuacién (8.35) la corriente de Norton resulta:
In =14
Iy = 1.260,2 A
Paso 4. La corriente de Norton Iy coincide con el valor que se

calcul6 con el voltaje y la resistencia de Thévenin, por lo tanto, el cir-
cuito equivalente de Norton es el que se muestra en la Figura 8.65.

® a
Iy =126A
(]) Ry = 14.6 0
e b

Figura 8.65. Circuito equivalente de Norton del Ejemplo 8-4.
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Ejemplo 8-10. Resolver el circuito del Ejemplo 8-5 para obtener
el circuito equivalente de Norton visto desde las terminales de la
resistencia Rj.

Los valores que se obtuvieron del circuito equivalente de Thévenin
fueron Vp, = -3 V'y Ry, = 12.5Q por consiguiente la corriente de
Norton debera ser:

=ath o 3V h24a
NT Ry 12500

Solucién.

Paso 2. En la Figura 8.66 se muestra el circuito con las terminales a
y b en corto circuito para comenzar con la obtencién de la corriente
de Norton. Sin embargo, cuando este ejemplo se resolvié para cal-
cular la resistencia de Thévenin, en uno de los métodos utilizados
se calculd la corriente de corto circuito I, entre las terminales a y
b (que, en esencia, es la corriente de Norton Iy). Por lo tanto, la
corriente de Norton Iy ya fue calculada también, sélo que bajo otro
concepto dentro del andlisis con el teorema de Thévenin, resultan-
dol,=-0.24 A.

R, =3Q R, =50

Figura 8.66. Circuito en el que se observa que la corriente de Norton Iy y la
corriente de corto circuito I para el teorema de Thévenin son iguales.

Paso 4. Por lo tanto, se puede construir directamente el circui-
to equivalente de Norton, ya que los pardmetros necesarios estan

calculados.
® a
Iy = —0.24 A
CI) Ry =1250Q
e b

Figura 8.67. Circuito equivalente de Norton del Ejemplo 8-5.
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TEOREMA DE THEVENIN
VS TEOREMA DE NORTON

Para efectos de anélisis de circuitos eléctricos, aplicar el teorema de
Thévenin o el teorema de Norton es practicamente lo mismo. Exis-
tirdn, por supuesto, problemas en los que el uso de un teorema u
otro resultara mucho mas sencillo y rapido. Sin embargo, en esen-
cia, si se obtiene uno de ellos, el otro podré lograrse de forma in-
mediata, debido a la gran similitud de calculos que tienen entre si.

Las semejanzas que se pueden encontrar entre ambos teore-
mas se enlistan a continuacién:

« Laresistencia de Norton Ry es la misma que la resistencia de
Thévenin Ry, y se calculan exactamente de la misma manera.

« La corriente de Norton Iy es la misma que la corriente de
corto circuito I, en el teorema de Thévenin cuando se tie-
nen fuentes dependientes.

+ Elvoltaje de Thévenin Vy, es el mismo que el voltaje de cir-
cuito abierto V,;, en el teorema de Norton cuando se tienen
fuentes dependientes.

« Si se tiene el circuito equivalente de Thévenin, mediante
una transformacién de fuentes se puede obtener directa-
mente el circuito equivalente de Norton y viceversa (Figura
8.68).

Ryp

—WW—ea T

Vi (") > M (D Ru

@) & e b
Figura 8.68. Equivalencia entre circuito equivalente de Thévenin y circuito
equivalente de Norton.

[ ]
=

Ren = Ry (8.39)
Vrn = InRy (8.40)
PR
¥ Rrn (8.41)
RESUMEN Y CONCLUSION

Se ha presentado el teorema de Thévenin y el teorema de Norton
para el andlisis de circuitos eléctricos. Ambos teoremas se pueden
aplicar para analizar cualquier tipo de circuito eléctrico; sin impor-
tar la forma de conexién y cantidad de componentes, siempre se
podra reducir a una fuente de voltaje con una resistencia en serie
(teorema de Thévenin) o a una fuente de corriente en paralelo con
una resistencia (teorema de Norton).

Para obtener los circuitos equivalentes se propusieron cuatro
pasos con los que sisteméaticamente se pueden obtener los pardme-
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tros necesarios para su construccién. Se han resuelto y explicado
5 ejemplos para obtener el circuito equivalente de Thévenin y los
mismos 5 ejemplos se han complementado para obtener el circuito
equivalente de Norton. En los ejemplos se incluyeron fuentes de
voltaje, de corriente, fuentes dependientes y resistencias en dis-
tintos tipos de conexiones para tratar de abarcar la mayor cantidad
posible de casos.

Se pudo apreciar que, para aplicar tanto el teorema de Théve-
nin como el teorema de Norton, es necesario tener los conocimien-
tos del resto de métodos para resolver circuitos eléctricos, ya que
son parte de las herramientas para poder simplificar los circuitos y
obtener los circuitos equivalentes. En especial, en el Ejemplo 8-3
y en el Ejemplo 8-4 se hacen analisis de cual procedimiento utili-
zar para resolver el circuito y poder calcular con mayor efectividad
el voltaje de Thévenin. En particular, en el Ejemplo 8-3 se utilizan
todos los métodos estudiados hasta el momento para poder cal-
cular el voltaje de Thévenin y mostrar al estudiante la ventaja de
utilizar uno u otro. Ademas, en cada uno de los ejemplos se fue ex-
plicando cada uno de los pasos para reducir el circuito hasta llegar
a un circuito de una resistencia y una fuente. En cada ejemplo se
fueron redibujando los circuitos para apoyar las explicaciones. Al
final de cada ejemplo se incluyeron algunos comentarios donde se
explicé la relevancia de utilizar el teorema de Thévenin o el teore-
ma de Norton.

PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para resolver
utilizando el teorema de Thévenin o el teorema de Norton en el
elemento o grupo de elementos indicados en el circuito.

Prob. 8.1. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia Rs en el circuito de la Figura 8.69.

R, =60 R;=15Q

Vi=30V + Vi - + Vs - Vg=6V
+ + B +
' y, SR =30 '

Figura 8.69.

(Sol. Vi, =4V, Ry, =2 QyIy=2A).
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Prob. 8.2. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 6 Q en el circuito de la Figura 8.70.

. AW

+ 50
10Q 5Q
v 60 T sV
10V 20V ’ g C*)
Figura 8.70.

(Sol.Vy,=4V,Rp=2QyIy=2A).

Prob. 8.3. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia R; en el circuito de la Figura 8.71.

R,=20Q R;=6Q R;=10Q
v, — MWy AW AMN— .
20V + Vi o= 50V

O e

Figura 8.71.

(Sol. Vp == 8.88V, Ry, = 5.77 Qy Iy =-1.53 A).

Prob. 8.4. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 2 Q y calcular la corriente I, en el circuito de la
Figura 8.72.

mSA
©
40
MW

10 A

03 w3 (D

Figura 8.72.

(Sol. Vi, =80 V,Rp =10 Q, Iy=8A, I = 6.666 A).
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Prob. 8.5. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las

terminales de la resistencia de 1 Q en el circuito de la Figura 8.73.

A—

&

Figura 8.73.

MWW

30

3V

40

(Sol. Viy == 3V, Ry, =-2.857 Qy Iy =1.05 A).

Prob. 8.6. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 18 Q para calcular el voltaje V, en el circuito de la

Figura 8.74.
4
56A + 2A
C]) 18 ﬂ§ y, {1 90
) 0.1V,

D

Figura 8.74.

(Sol. V=324 V,Rp, =90 Q, Iy=3.6 Ay Vo =54 V).

Prob. 8.7. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 6 kQ para calcular el voltaje Voen el circuito de la

Figura 8.75.

6 kQ

Figura 8.75.

(Sol. Vi, =16V, Iy = 24 mA, Ry, = 666.66 Q,y Vo =14.4 V).
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Prob. 8.8. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia R; en el circuito de la Figura 8.76.

R, =1250Q R,=80Q

MWW

V,=42

O

Figura 8.76.

(Sol. Ry, = 6.818 Q, Vi, =22.90 'V,

Iy=3.36 A).

Prob. 8.9. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 3.3 kQ en la Figura 8.77.

1SV

1.2 kQ

/

3.3kQ

1 kQ

MW

2k 3.7kQ

Figura 8.77.

(Sol. Vo = -14.08 V, Ry, = 856 Q,

s

Iy =-16.45mA).
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Prob. 8.10. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 120 Q en el circuito de la Figura 8.78.

110Q 130 Q

MWW

100 Q §IZOQ 150 Q2

160 © 1800
MWW AMWWN—

2

5V
200 Q ( + ) 2zon§

(Sol. Vi = -11.17 V, Ry = 167.1 Q, Iy = -66.85 mA).

MWW——WW

Figura 8.78.

Prob. 8.11. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 3.6 kQ en la Figura 8.79.

3kO 10V 43kQ2
W ¢ O——www »
3.3KkQ 3.9kQ
é 3.6 kQ § Cl)
MW

Figura 8.79.

(Sol. Vi, = =13.4571 V, Ry, = 5.47 kQ, Iy = —2.4595 mA).
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Prob. 8.12. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 1.5 k2 en la Figura 8.80.

1.5kQ §3.3 k@  43kQ

3

47kQ 0

(’ 56kQ  7.5kQ
+

%
®

Figura 8.80.

(Sol. Vi =41.05V, Ry, = 5.78 Q, Iy = 7.1 mA).

Prob. 8.13. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 750 Q en la Figura 8.81.

910 Q 820 O
5V 7V
= 750 Q =
680 Q 620 Q

510 Q2
560 Q

AMMW—

—
<

4

Figura 8.81.

(Sol. Vi, =6.039V, Ry, = 755.64 Q, Iy = 7.99 mA).
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Prob. 8.14. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 7.5 Q en serie con la fuente de 45 V en la Figura
8.82.

92.10Q 820
|_—'WW MWW—
— 45V 20V —

6.80Q
75Q 6.2Q
30
* T—WW
- 30V —
47Q 4.SQ§

Figura 8.82.

(Sol. Vi, = =7.9744 V, Ry, = 13.928 Q, Iy = -572.54 mA).

Prob. 8.15. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por la
resistencia de 22 Q marcada con las terminales a y b en la Figura 8.83.

220 a 220

AAA——2E AAAA—L

27Q
10V

“O

()
N\

43 0Q

E

Figura 8.83.

(Sol. Vi, = -49.6613 V, Ry, = 16.218 Q, Iy = -3.062 A).
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Prob. 8.16. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por la
resistencia de 10 Q marcada con las terminales a y b en la Figura 8.84.

a

100

b

100

5V
|

20

I
<

Figura 8.84.

(Sol. Vo, = 8.818 V, Ry, = 4.48 Q, Iy = 1.966 A).

Prob. 8.17. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por la
resistencia marcada con las terminales a y b en la Figura 8.85.

35|V 220
1]t —\WWY
330 a 6.80Q b 1Q
25V
— 47 Q§ 1.2 Q§
—
Figura 8.85.

(Sol. Vi, =31.34V, Ry, = 2.186 Q, Iy = 14.33 A).

Prob. 8.18. Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 10 Q2 en la Figura 8.86.

40Q

Figura 8.86.

(SOI Vp, =25 V, IN =-1.25 A, RTh =-20 Q)
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Prob. 8.19 Obtener el circuito equivalente de Thévenin o Norton visto por las
terminales de la resistencia de 7 Q en la Figura 8.87.

50 30
AW MW
20V 0.5A 10V
D O Y
90 10

[ 1~

70 Y
/
Figura 8.87.

(Sol. Vp = -21.05V, Ry, = 4.44 Q, Iy = -4.73 A).
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INTRODUCCION

También conocido como el teorema de Jacobi, por haber sido esta-
blecido por el profesor Moritz von Jacobi de San Petersburgo (1801-
1874) (Kong, 1995; Nambiar, 1969; Calver, 2001). Este teorema
comenz6 con los experimentos que el profesor Moritz realiz6 con
motores eléctricos para construir un bote eléctrico y poder realizar
excursiones por el rio Neva. En el curso de estos experimentos, se
pregunto cudnta energia podria obtener de una bateria. Encontré
que, de acuerdo con su construccién, una bateria real o practica se
puede representar como una fuerza electromotriz (FEM) o fuente
de voltaje ideal E en serie, con una resistencia pardsita interna R;.
El valor de la resistencia interna dependera del material con el que
esté construida la bateria, y este valor junto con el del voltaje de la
fuente ideal E seran valores aproximadamente constantes, ya que
no dependeran de la corriente I que se consuma. En la Figura 9.1
se muestra el circuito equivalente de una bateria real o practica,
considerando la existencia de una resistencia interna Rq.

Bateria —/VW\,—Q
+ -

E

O

Figura 9.1. Bateria real o practica formada por una fuente de voltaje ideal E en
serie con una resistencia interna Rs.

Obsérvese que el voltaje de salida de la bateria real o practica
V., cambiard a medida que el valor de la corriente I aumente ya
que, de acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff, una caida de
tension se restard al valor del voltaje de la fuente ideal E, resultan-
do la ecuacién (9.1). Si la corriente I que entrega la bateria real o
practica es de 0 A, entonces el voltaje V,;, sera igual al voltaje E de
la fuente ideal.

Vap = E — IRs 9.1)
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TEOREMA DE JACOBI O DE MAXIMA
TRANSFERENCIA DE POTENCIA

R a
Bateria - ’VVV\' —a
E _1) +
+
- Vab Ro
Tes
b

Figura 9.2. Bateria real o practica con resistencia interna Rs a la que se le conecta
una resistencia externa Ro.

Noétese en la Figura 9.2 que si a la bateria real o practica se le
conecta una resistencia de carga externa Ry, entonces la corriente
I quedard definida por la ecuacién (9.2)

E

= ——
(Rs + Ro) 9.2)

y, por lo tanto, la ecuacién (9.3) definird la potencia en la carga

P, = I?R, (9.3)

mientras que la ecuacién (9.4) definird la potencia en la resis-
tencia interna de la bateria real o practica

P; = I?R; (9.4)

El profesor Moritz observé que sila resistencia de salida valia
cero (Rp = 0 Q), no existiria potencia externa. Del mismo modo,
noté que sila resistencia de salida era infinita (R, = o0 Q), tampoco
existiria potencia externa, ya que la corriente valdria cero (I =0 A).
Por lo tanto, dedujo que para algin valor intermedio de R, entre 0
Q e infinito deberia existir un valor de resistencia que produciria
una potencia maxima.

Este valor de resistencia R, se puede obtener ficilmente con
un andlisis utilizando el cdlculo diferencial. Sin embargo, también
con un poco de razonamiento, y al variar el valor de R, desde cero
hasta un valor grande, se observa que la potencia maxima se alcan-
za siempre que Ry =Rs. Con base en estas observaciones, el pro-
fesor Moritz estableci6 el teorema de la maxima transferencia de
potencia que dice:

La potencia mdxima se transfiere a una resistencia de carga Ry cuando la
resistencia interna Rg de una fuente real o prdctica es igual a la resistencia de
la carga.

Nota: Este teorema es vélido siempre y cuando la resistencia

externa pueda variar y la resistencia interna de la fuente de ali-
mentacién sea constante.
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El teorema se puede comprobar graficamente con facilidad
con un ejemplo en el que el voltaje ideal de la bateria y la resisten-
ciainterna sean (E =1 V) y (Rs = 1 Q), respectivamente, y variando
el valor de R, desde 0 © hasta un valor relativamente grande, por
ejemplo 10 Q (Rp = 0 - 10 Q). Con las ecuaciones (9.2), (9.3) y
(9.4) se obtienen los valores de la Tabla 9.1. Nétese que los valores
de la corriente I y la potencia Ps son maximos y disminuyen cuando
R, aumenta, mientras que la potencia en Py inicia en 0 W para des-
pués alcanzar un valor maximo de 250 mW, cuando las dos resis-
tencias son iguales (Rp = Rg=1 Q), y después comienza a disminuir
cuando R, aumenta.

Tabla 9.1. Variacién de corriente y potencias para distintos valores de resistencia
de carga Ro

Ry () I(A) Ps (W) Py (W)
0 1.000 1.000 0.000
0.2 0.833 0.694 0.139
0.4 0.714 0.510 0.204
0.6 0.625 0.391 0.234
0.8 0.556 0.309 0.247
1 0.500 0.250 0.250
1.2 0.455 0.207 0.248
1.4 0.417 0.174 0.243
1.6 0.385 0.148 0.237
1.8 0.357 0.128 0.230
2 0.333 0.111 0.222
3 0.250 0.063 0.188
4 0.200 0.040 0.160
5 0.167 0.028 0.139
6 0.143 0.020 0.122
7 0.125 0.016 0.109
8 0.111 0.012 0.099
9 0.100 0.010 0.090
10 0.091 0.008 0.083

En la Figura 9.3 se grafican los valores de P, obtenidos de la
Tabla 9.1 y se observa que el valor de la potencia maxima se alcanza
cuando ambas resistencias son iguales Rp=Rg, en este caso 1 Q, y
que la potencia es, en esta situacién, de 250 W.

TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA
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0.300
Ro=Rs

0.250 /\\\
0.200 / \
0.150

0.100

0.050

0.000
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ro (Q)

Figura 9.3. Maxima potencia transferida a la salida Po variando la resistencia Ro.

TEOREMA DE MAXIMA TRANSEERENCIA
DE POTENCIA Y TEOREMA DE THEVENIN

Debido a que en el circuito equivalente de Thévenin resulta una
fuente de voltaje conectada en serie con una resistencia, se asume
que la potencia maxima que podra entregar el circuito a una resis-
tencia de carga conectada a él serd la de aquella que tenga el mismo
valor que la resistencia de Thévenin. Esto ocurrié en el Ejemplo 8-1
y el Ejemplo 8-2 que se resolvieron en el capitulo 8, ya que en di-
chos ejemplos se calcul6 la potencia en la resistencia de salida o de
carga, cuyo valor variaba. En ambos ejemplos se incluyd, sin saber-
lo, el calculo de la potencia para la resistencia de salida cuando ésta
era igual que la resistencia de Thévenin, y en ambos ejemplos la
potencia fue mdxima 2.017 W y 900 uW, respectivamente. En ese
momento no se tenia idea de que se estaba aplicando el teorema de
maxima transferencia de potencia.

Por lo tanto, el teorema de maxima transferencia de potencia
también se puede enunciar de la siguiente manera:

Un circuito eléctrico puede transferir la potencia mdxima a una resistencia
de carga si esta resistencia tiene el mismo valor que la resistencia equiva-
lente de Thévenin del circuito al que se encuentra conectada.

El circuito que resultard de aplicar el teorema de Thévenin
para obtener la maxima potencia transferida a la carga es aquel en
el que la resistencia de salida sea igual que la resistencia equivalen-
te de Thévenin, tal como se muestra en la Figura 9.4.
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Rpp

Figura 9.4. Circuito equivalente de Thévenin con resistencia de carga Ro que se
asegura la mdxima transferencia de potencia.

En este caso, ya que la resistencia de carga y la resistencia de
Thévenin son iguales, entonces la maxima transferencia de po-
tencia se consigue cuando el voltaje en la resistencia de carga es
la mitad del voltaje de Thévenin tal, como queda expresado en la
ecuacion (9.5):

Vrn
Vomr = K (9.5)

y, por lo tanto, la ecuacién (9.6) también define la mixima
transferencia de potencia en la resistencia de carga R,.

v 2
Po _ ( oMT)
R,
Vrn?
4R, (9.6)

MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA
A UNA CARGA VS MAXIMA POTENCIA
ABSORBIDA DE UNA FUENTE

En circuitos eléctricos, se debe distinguir con claridad la diferen-
cia que existe entre la mixima potencia que se le puede transferir
a una resistencia de carga variable y la maxima potencia que una
resistencia fija puede absorber de la fuente en una red eléctrica.
Es comin confundirse con estas dos ideas, pero a continuacién se
detallan las caracteristicas de cada una de ellas para establecer las
diferencias.

La maxima transferencia de potencia a una resistencia
de carga, a partir de un circuito o una red, se alcanza si la resis-
tencia que se alimenta es variable y se puede ajustar al valor de la
resistencia equivalente de Thévenin del circuito o a la resistencia
interna de la fuente de alimentacién. En esas condiciones, se puede
afirmar que la potencia transferida a la carga es la maxima posible
que se puede transferir (y aun asi el rendimiento o la eficiencia serd
apenas de 50 %, porque la misma potencia se estard consumiendo
por parte de la resistencia equivalente de Thévenin en el circuito o
en la resistencia interna de la bateria).

TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA
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La maxima potencia absorbida de una fuente de ali-
mentacion, por parte de una resistencia fija de carga, dependerd
de si se puede o no modificar el valor de la resistencia de Thévenin
o la resistencia interna de la fuente Rg. En la Figura 9.2 cuando la
resistencia de carga R, es fija y la resistencia interna R es variable
se determina que, si Rg = oo, tenemos I = 0 Ay, por lo tanto, la po-
tencia en la carga es cero (Py = 0 W). Pero cuando Rs = 0 Q, tene-
mos (I = E/Ry) y la potencia serd P, = I? R, éste es obviamente el
valor méximo. Por lo tanto: cuando la resistencia de carga es fija,
se produce la méxima absorcién de potencia para una resistencia
interna de cero (Rg = 0 Q). En esas condiciones, se debe explorar
la posibilidad de hacer cero o un valor muy pequefio la resistencia
de Thévenin o la resistencia interna de la fuente de alimentacién
Rs. En resumen, las ecuaciones (9.2), (9.3) y (9.4) siguen aplicando
para este concepto, s6lo que ahora la resistencia que varia sera la
resistencia interna Rg, mientras que la resistencia de carga R, per-
manece constante.

La idea de la absorcién de la potencia de una resistencia fija
de carga R, se puede comprobar grificamente con facilidad con un
ejemplo en el que el voltaje de la bateria o de la red y la resistencia
de carga sean (E =1V) y (Rp = 1 Q), respectivamente, y variando
el valor de la resistencia interna Rs desde 0 Q2 hasta un valor re-
lativamente grande, por ejemplo 10 Q (Rs = 0 -+ 10 €2). Con las
ecuaciones (9.2), (9.3) y (9.4) se obtienen los valores de la Tabla
9.2. Observar que los valores de la corriente [ y la potencia P, son
maximos cuando la resistencia interna Rg = 0 Q, y disminuyen con-
forme el valor de Ry aumenta. Teéricamente, mientras mas grande
sea el valor de la resistencia interna Ry menor sera el valor de la
potencia de salida Py, por lo tanto, para garantizar que la potencia
en la salida sea maxima, se debe hacer Ry = 0 Q o0 asegurar el menor
de los valores posibles.

Tabla 9.2. Variacién de corriente y potencias para distintos valores de resistencia
interna Rs.

Rs(Q) 1) Ps(W)  Po(W)
0 1.000 0.000 1.000
0.2 0.833 0.139 0.694
0.4 0.714 0.204 0.510
0.6 0.625 0.234 0.391
0.8 0.556 0.247 0.309
1 0.500 0.250 0.250
1.2 0.455 0.248 0.207
1.4 0.417 0.243 0.174
1.6 0.385 0.237 0.148
1.8 0.357 0.230 0.128
2 0.333 0.222 0.111
3 0.250 0.188 0.063
4 0.200 0.160 0.040
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Continuacién de Tabla

Rs(Q) I(&) Pg (W) Py (W)
5 0.167 0.139 0.028
6 0.143 0.122 0.020
7 0.125 0.109 0.016
8 0.111 0.099 0.012
9 0.100 0.090 0.010
10 0.091 0.083 0.008

En la Figura 9.5 se grafican los valores de P, obtenidos de la
Tabla 9.2 y se observa que el valor de la potencia méxima absorbida
se alcanza cuando R = 0 Q, alcanzando en este caso un valor de 1 W.

1.000 9
0.900
0.800
0.700
0.600
0.500
0.400
0.300
0.200
0.100
0.000

Ro ()
Figura 9.5. Maxima potencia absorbida por la salida Po variando la resistencia Rs.

APLICACIONES DEL TEOREMA DE MAXIMA
TRANSFERENCIA DE POTENCIA

Se trata de un teorema que aparentemente no tiene mucha rele-
vancia, practicamente consiste en aplicar el teorema de Thévenin
para obtener un circuito en el que se sabrd c6mo transferir la po-
tencia mixima a una resistencia conectada. Lo relevante puede
surgir cuando se tenga que disefiar un circuito con carga fijay en el
que se tenga que “analizar” qué elementos influyen para poder mo-
dificar la resistencia interna o de Thévenin para poder conseguir
que esta resistencia sea minima (idealmente nula).

En la literatura en general se pueden encontrar algunas apli-
caciones tipicas en las que el teorema de méxima transferencia de
potencia toma importancia. A continuacién, se mencionan algunas
para que el estudiante tenga una idea de ellas:

« Enlos circuitos de radio, la resistencia interna de una fuen-
te de energia generalmente no se puede reducir a un valor
pequerio, por lo que la resistencia de carga se iguala con la
de la bateria para obtener la maxima transferencia de po-

TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA
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tencia. Las potencias involucradas son muy pequetias y las
pérdidas no son importantes, sélo la cantidad de potencia
que se transfiere es importante. Este es un caso muy dis-
tinto al de la transmisién de energia, cuando las pérdidas si
importan (Calvert, 2001).

« En el disefio de circuitos con transistores con multiples
etapas, se debe cuidar cudl es el valor de la resistencia de
entrada y la resistencia de salida que tiene cada etapa para
garantizar que la transferencia de potencia sea la maxima
posible. A este proceso se le conoce como “Acoplamiento de
impedancias”(Boylestad & Nashelsky, 2009).

+ Enel disefio de circuitos en los que se utilizan Amplificado-
res Operacionales (OPAMPs) el concepto de transferencia
y absorcién de potencia también es muy importante. Cuan-
do se van a medir sefales eléctricas débiles, es crucial no
modificar su valor para no alterarlas y esto se consigue te-
niendo una resistencia de entrada en el circuito muy gran-
de (teéricamente infinita), de esta manera se garantiza que
la sefial que se pretende medir no se verd afectada. El caso
contrario ocurre cuando el OPAMP tiene que entregar una
sefial de potencia en la salida, es decir, entregar un valor
elevado de corriente. En ese caso, es deseable que la resis-
tencia o impedancia de salida sea lo mds pequeria posible
para que la absorcién de la potencia por parte de la carga
sea la maxima posible (Savant et al., 2000).

ANALISIS DE CIRCUITOS UTILIZANDO
EL TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA
DE POTENCIA

A continuacién, se presentan algunos ejemplos en los que se aplica
el teorema de maxima transferencia de potencia para familiarizar
al alumno con su utilizacién.

Ejemplo 9-1. Si en el circuito de la Figura 9.6 se puede ajustar R,
en cualquier valor, determinar:

a) ;Cudl serd el valor que haga que la potencia transferida a la
resistencia R, sea maxima?
b) ;De cudnto sera el valor de esa potencia maxima?

R1=6.Q. Rzzl.SQ

Vy=42V Vg =525V

© o O

Figura 9.6. Circuito para calcular la méaxima transferencia de potencia en Ro.
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Solucién.

a) La resistencia de carga R, que asegura que se transfiera la
potencia maxima es la misma que la resistencia de Théve-
nin, por lo tanto, se aplican los pasos estudiados en el capi-
tulo 8 para calcularla.

RiR,  (60)(1.50)
Ri+R, 60+150

R, =120

Ro = Rrp =

b) Para calcular la potencia méaxima transferida, es necesario
obtener el circuito equivalente de Thévenin, por lo tanto,
falta calcular el voltaje de Thévenin Vy,. Retiramos la resis-
tencia Ry, del circuito de la Figura 9.6 y calculamos el voltaje
de Thévenin Vy, en la Figura 9.7. Para calcular V7, se utiliza
el principio de superposicién explicado en el capitulo 6.

R, =60 R, =150
i WW
V, =42V %% Vg =525V
Vrn
a3
Figura 9.7. Circuito para calcular el volthe de Thévenin V7,
Vrn = Vrn" + Vrn”
Vi = Va2 g =
™= AR +R, " PRy +R,
(1.50) (6 Q)
Ve =(42V) ——————+ (5.25 V) —/—/—mm
m=W2Vear1sat 6V sa 150
VTh =126V

TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA
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Por lo tanto, el circuito equivalente de Thévenin que resulta se
muestra en la Figura 9.8 .

Rep =120

VTh = 126 V

+

R, =120

2

Figura 9.8. Circuito equivalente de Thévenin para calcular la maxima transferencia
de potencia en Ro.

Para calcular la maxima transferencia de potencia a la resis-
tencia R, se utiliza la ecuacién (9.6) resultando.

Vi (12.6 V)2
4R,  4(1.2Q)

P, =33.075W

P, =

Ejemplo 9-2. Si en el Ejemplo 9-1 se mantiene constante el valor
de Ry, calculado en el inciso a) y si se mantiene la proporcién entre
R; y R, para que el voltaje de Thévenin resulte igual que en el pro-
blema original.

a) En el circuito de la Figura 9.9 ;Qué nuevos valores de R;
y R, hacen que la potencia absorbida por la resistencia de
carga R, sea el doble del valor que se obtuvo en el inciso b)?

R, =? R, =7
Vy =42V Vg =525V
+ +
- RO (‘)
e 2PO

Figura 9.9. Circuito para calcular el doble de la absorcién de potencia en Ro.
Solucién.
b) Para calcular los nuevos valores de las resistencias R; y R,
respetando la proporcién que existe entre ellas y para que

la resistencia R, absorba el doble de la potencia del circuito,
se deben tomar en cuenta los siguientes aspectos.
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+  Los valores originales de R; y R, son 6 Qy 1.5 Q res-
pectivamente, por lo tanto, la ecuacién (9.7) expresa la
proporcién que existe entre ambas resistencias.

R1 = 4R2 9.7)

+  Silaproporcién entre las resistencias R; y R, se mantie-
ne, entonces el voltaje Vi, conservara el mismo valor de
12.6 V para los nuevos valores de resistencias.

+ Laresistencia Ry permanecera constante, es decir, 1.2 Q.

+ Lanueva potencia que debe absorber R, de la red debe
ser del doble que la calculada en el inciso b), es decir,
66.15 W.

Entonces, ahora lo que se debe calcular es un nuevo valor de
resistencia de Thévenin Ry, sin modificar la resistencia R, para
que esta ultima absorba el doble de la potencia de la red tal como
se muestra en la Figura 9.10.

RThN =7

Ve =126V * Vern

Figura 9.10. Circuito para que la resistencia de salida Ro absorba el doble de
potencia de la red.

La resistencia R, debe absorber una potencia de 66.15 W, por

lo tanto, el voltaje V5 que produce este nuevo valor de potencia se
despeja de la ecuacién (2.8) resultando la ecuacién (9.8).

VZ)=\/P0R0

Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior resulta:

V, = /(66.15W)(1.2 Q) =891V

(9.8)

Por lo tanto, el voltaje en la nueva resistencia de Thévenin
Ry, se expresa en la ecuacion (9.9):

Vern = Vrn = Vo ©.9)
Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior resulta:

Vern = 126 V—891V =3.69V

La corriente que circulara por la nueva resistencia de Théve-
nin Ry,y debe ser la misma que circule por la resistencia R, por es-
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tar conectadas en serie. Por lo tanto, utilizamos la ecuacién (2.10)
para despejar el valor de la corriente que circula a través de la resis-
tencia R, resultando la ecuacién (9.10).

Fo
Ro

I, =

(9.10)
Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior resulta:

- 66.15W_742A
°— ] 120 7

Con el valor del voltaje y la corriente calculamos el nuevo va-
lor de la resistencia de Thévenin Ry,y con la ley de Ohm expresada
en la ecuacién (9.11).

_ Vrrn

R =
T =, (9.11)

Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior resulta.

3.69V

Rrny = 57> = 0497,30

Este es el nuevo valor de la resistencia de Thévenin Ry, que
asegurard que la resistencia de salida R, absorba el doble de la po-
tencia de la red.

Por ultimo, para calcular los valores de las resistencias R; y R,
se debe garantizar que el paralelo de estas dos sea igual a la resis-
tencia Ry, recién determinada. Esto se consigue calculando la re-
sistencia equivalente entre las dos resistencias e igualdndolas con

el valor de la recién calculada, tal como se expresa en la ecuacién
(9.12).

RiR; R
=% = R
Ri+R, 1MW (9.12)

Recordemos que las resistencias R; y R, estdn relacionadas
por la ecuacién (9.7), por lo tanto, al sustituir esta condicién en la
ecuacién (9.12) y despejar el valor de R, resulta la ecuacién (9.13).

(4R;)R
= Ry
(4R2)+R; N

4
§R2 = Rty

5
Ry =—Rrp,

4 (9.13)
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Sustituimos la ecuacién (9.13) en la ecuacién (9.7) y resulta
la ecuacién (9.14).

R1 = 4R2

5
n=1(ien.)

R1 = 5Rrny (9.14)

Por lo tanto, los valores de las nuevas resistencias son:

R _SR _5(049739)
2_4 ThN_4 . )

R, = 0.6216 O

R1 = 5Rrp, = 5(0.497,3 Q)
R1 =2.486Q

Con estos nuevos valores de resistencias se logra que la po-
tencia en la resistencia de carga sea el doble del que se obtuvo en
el Ejemplo 9-1.

Ejemplo 9-3. Una bateria real o practica proporciona una co-
rriente de I, = 2.5 A cuando se encuentra (momentadneamente) en
cortocircuito (Ry = 0 Q), y cuando se le conecta una resistencia de
carga de 20 Q, a esa resistencia se le suministra una potencia de 90
W. Calcular:

a) Elvoltaje en las terminales de la bateria V,, si esta se en-
cuentra en circuito abierto.

b) El voltaje en las terminales de la bateria V,;, cuando se le
conecta la resistencia de carga de 20 Q.

c) Lapotencia maxima que se podria entregar a una resisten-
cia de carga R, bien elegida.

Solucién.
Primero se deducirdn y computaran las ecuaciones y valores sufi-
cientes para poder calcular lo que se pide en el problema.

La Figura 9.11 corresponde a la bateria en corto circuito y la
Figura 9.12 con la bateria y la resistencia de carga de 20 Q.
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Bateria - W —

' —_—
E L I * Ie =25A
| V=0V l
C) ¢ R,=00Q
L
b
Figura 9.11. Salida en cortocircuito momentaneo Ro = 0 Q.
R g
Bateria +‘VVV\,_ o
)
+
C) Vo, = Vy <SR, =200
- -1 sow
.
b

Figura 9.12. Salida con una resistencia de carga Ro = 20 Q.

Observar que, para ambos circuitos, el voltaje E y la resisten-
cia interna Rs permanecen constantes para los distintos valores de
la resistencia de carga.

Para calcular el voltaje en las terminales de la bateria V, en
circuito abierto y con la resistencia de carga R, conectada, es ne-
cesario conocer el voltaje E y el valor de la resistencia interna R;.

Entonces, a partir de la Figura 9.11 se puede definir el voltaje
E en funcién de la corriente de corto circuito I, y la resistencia in-
terna Rgdesconocida tal como se expresa en la ecuacién (9.15) o se
puede definir la resistencia interna Rg en funcién de la corriente de
corto circuito I, y el voltaje E desconocido, tal como se expresa en
la ecuacién (9.16).

E = IR (9.15)
E

R = —
Iec (9.16)

Nétese de la Figura 9.12 que la corriente I = I, por tratarse de
un circuito conectado en serie. Por lo tanto, a partir de este circuito
se puede definir la corriente que estéa circulando a través de él con
la ecuacién (9.10).
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Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior resulta:

80W_2A
200

De igual manera, en la Figura 9.12 se puede aplicar una ley de
voltajes de Kirchhoff para relacionar todos los voltajes del circuito,
resultando la ecuacién (9.17).

—E+IRs+1IR, =0V 9.17)

Enla ecuacién (9.17) se sustituye la ecuacién (9.16) para dejar
una sola incégnita, en este caso el voltaje E.

E
—E+I(—)+1Ro =0V
Iec
Despejamos el voltaje E y resulta la ecuacién (9.18).

I
E(—1+I—>+1RO=OV

cc
po_ R
oD
IR,
E=-—7
(1 B E) 9.18)

Se puede hacer el mismo desarrollo sélo que ahora, en la ecua-
cidén (9.17) se sustituye la ecuacién (9.15) para dejar una sola in-
cOgnita, en este caso la resistencia Rg.

_(IccRs) + IRS + [RO = OV
Rs(_lcc +I) + IRO = OV

Despejamos la resistencia R y resulta la ecuacién (9.19).

R _ _IRO
s _ICC + I
IR,
Rs = Ioe — 1 (9.19)
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a) Ya que se obtuvieron las ecuaciones y los valores necesa-
rios, ahora si es posible calcular lo que se pide en el proble-
ma. Para calcular el voltaje en las terminales de la bateria
en circuito abierto, se aplica la ecuacién (9.1)

Va = E — IR

El circuito se encuentra abierto, por lo tanto, no circula co-
rriente a través de él (I = 0 A) lo que implica que no haya caida de
voltaje en la resistencia interna R;. Obsérvese que tiene sentido
ya que, al no circular corriente a través de la resistencia R, no se
produce una caida de tensién interna en la bateria, ocasionando asi
que el voltaje de la fuente ideal E sea el mismo voltaje que aparece
en las terminales de la bateria V.

o Vap = E
Para calcular cudnto vale el voltaje ideal de la bateria se aplica
la ecuacién (9.18) que se obtuvo del anilisis, se sustituyen los valo-
res que se tienen del problema y resulta:
IR,  (2A)(200Q)
I\ 2A )
¢ _E) (1- 25A

E =200V

E =

b) De acuerdo con la Figura 9.12, el voltaje en las terminales
de la bateria V,, es el mismo voltaje que tiene la propia
resistencia de carga R, cuando esta siendo alimentada por
la bateria (Rp = V). Calcular este voltaje es simple ya que
con la informacién que se conoce del problema se pue-
de calcular con facilidad el voltaje de la resistencia Ry por
medio de la ecuacién (9.8).

Vo =\/P0Ro

Sustituimos los valores en la ecuacién anterior y resulta:

Vo = /(80 W)(20 Q)
V, =40V

Delos 200 V que tiene la fuente de voltaje ideal E, tnicamente
40 Vllegan a las terminales de la bateria y por lo tanto a la resis-

tencia de carga Ry, el resto del voltaje se queda en la resistencia
interna Rg como una caida de voltaje.
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c) De acuerdo con el teorema de maxima transferencia de po-
tencia y el teorema de Thévenin, la potencia maxima que
se puede transferir o entregar a una carga ocurre cuando la
resistencia de carga R, es igual a la resistencia interna de la
bateria R o a la resistencia de Thévenin Ry, del circuito al
que estd conectada. Por esta razén, para calcular la maxima
potencia transferida por el circuito, se calcula la resistencia
interna de la bateria R, ya que serd este valor al que se de-
berd igualar la resistencia de carga R,.

Con la ecuacién (9.19) que se dedujo del anilisis, y con la in-

formacién proporcionada por el problema, calculamos el valor de
la resistencia Rg.

_ @2a)ow)
ST (25A) - (2A)

Ry =800

De acuerdo con el teorema de méxima transferencia de po-
tencia, la potencia maxima transferida se alcanzarad cuando la re-
sistencia de carga sea igual a la resistencia interna de la bateria
(o*s Rp=Ry), en este caso 80 Q.

Por lo tanto, la maxima potencia que se puede transferir a
una resistencia ideal se calcula con la ecuacién (9.6), expresién que
se obtuvo del circuito equivalente de Thévenin y en la que sélo se
cambi6 Vy, por E.

EZ

b =71x
_(200V)?
° 4(80Q)
P,=125W

Nétese que la potencia que ahora se entrega a la resistencia
de carga Ry aumenté de 80 W a 125 W. Se deja al estudiante com-
probar que, para valores inferiores y superiores, el de la potencia
resultard menor.
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Ejemplo 9-4. Con base en el circuito de la Figura 9.13 calcular:

a) Elvalor de R, para el cual puede entregarse una potencia
maéxima.

b) Elvoltaje en las terminales de la resistencia R, (con la re-
ferencia + en la parte superior) y la potencia maxima que se
le transfiere.

200 40 Q i

MWW MWW——=

10i 50V

Figura 9.13. Circuito con fuente dependiente para cdlculo de maxima transferencia
de potencia.

Solucién.

a) Elvalor de R, para poder transferir la potencia maxima debe
ser igual al valor de la resistencia de Thévenin Ry, por lo tan-
to, a partir la Figura 9.13 procedemos a obtener el circuito
equivalente de Thévenin tal como se explica en el capitulo 8.
Observar que en el circuito se tiene una fuente dependiente,
entonces para obtener el circuito equivalente de Thévenin se
hace lo siguiente:

Primero retiramos la resistencia R, y marcamos las termina-
les como se indica en la Figura 9.14 para calcular el voltaje de Thé-
venin Vg,

20Q 40Q ]
—>

10i N 50 V

Figura 9.14. Circuito para calcular Ry, y V.
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En la Figura 9.15 asignamos la direccién de la corriente igual
que la corriente i para colocar los signos de voltaje en las resistencias.

20 Q 40 Q i
MW AMW—
+ - + -
ae
10i . 50V
+ +
- Vrn -

.

Figura 9.15. Direccién de corriente y signos para calcular el voltaje de Thévenin V..
Con la ley de voltajes de Kirchhoff obtenemos la ecuacién
(9.20) a lo largo de todo el perimetro del circuito y despejamos el
valor de la corriente i.
—10iV+ (20Q)i + (40Q)i+50V=0V
(50Q)i =-50V

i=-1A (9.20)
Con la corriente i calculada, y a partir de la Figura 9.15, el
voltaje de Thévenin se puede calcular con la ecuacién (9.21) o la
ecuacién (9.22).
Vrp = 40i + 50
Ven = (40)(=1) + 50

Vrp =10V (0.21)

Ve = —20i + 10i
Ven = —(20)(=1) + 10(=1) = 10V
(9.22)
VTh =10V

Ahora calculamos la resistencia de Thévenin, pero como en el
circuito se encuentra una fuente dependente, necesitamos calcular
la corriente de corto circuito I, entre las terminales a y b tal como
se indica en la Figura 9.16.
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50V

1
Figura 9.16. Circuito para calcular la corriente de corto circuito I. utilizando
mallas.

De la Figura 9.16 se observa que la corriente de corto circuito
queda definida como se indica en la ecuacién (9.23).

ICC = Il - 12 (9'23)

En la malla de I; aplicamos la ley de voltajes de Kirchhoff y
resulta la ecuacién (9.24).

—10i 4+ 20l =0 (9.24)

En el circuito de la Figura 9.16 también se observa que i = I,
porque tienen la misma direccién y sentido, por lo tanto, la ecua-
cién (9.24) se transforma para quedar en la ecuacién (9.25).

—-10/, +201; =0 (9.25)

En la malla de I, aplicamos la ley de voltajes de Kirchhoff y
resulta la ecuacién (9.26).

401, + 50 = 0 (9.26)

De la ecuacién (9.26) despejamos el valor de la corriente I,
resultando:

—-50
40
I, =—-125A (9.27)

12:

Sustituimos el valor de la corriente I, en la ecuacién (9.25)
para después despejar el valor de la corriente I;, resultando:
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—10I, + 20I; = 0

—12.5
1= 20
—10(—1.25) + 201, =0
I; = —0.625A (9.28)

Sustituimos en la ecuacién (9.23) los valores de las corrientes
I, e I, calculadas para obtener el valor de la corriente de corto cir-
cuito I, resultando:

lece=1hL—-1
lec = (—0.625 A) - (—1.25 A)
I.c =0.625A

Con la corriente de corto circuito I, y el voltaje de Thévenin
Vo, utilizamos la ecuacion (8.1) para calcular la resistencia de Thé-
venin Ry, resultando:

oV _ 10V

T .~ 0.625A
Rrp=16Q
RTh - 16 Q

Figura 9.17. Circuito equivalente de Thévenin para calcular la maxima
transferencia de potencia.

De acuerdo con el teorema de maxima transferencia de poten-
cia, la resistencia que asegura la maxima transferencia es el valor
de la resistencia de Thévenin, por lo tanto, la resistencia de carga
debe ser R, =16 Q.

a) Elvoltaje V, en la resistencia de carga es la mitad del volta-
je Vi, resultando:

Vrn
Vp = —
° 2
V, =5V
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Para calcular la potencia méxima que se transfiere a la resis-
tencia utilizamos la ecuacién (9.6), resultando:

Vrp®  (10V)2

Fo = 4R,  4(16 Q)
P,=156 W
RESUMEN Y CONCLUSION

El teorema de maxima transferencia de potencia se comenzé a es-
tudiar para determinar cudl deberia ser el valor 6ptimo de una re-
sistencia de carga variable y poder transferirle la maxima potencia
desde una bateria o fuente de voltaje real o practica. El teorema se
generalizd y, junto con el teorema de Thévenin, establecié que la
mdxima potencia que se puede transferir de una red a una resisten-
cia variable es aquella en la que la resistencia de carga sea igual que la
resistencia de Thévenin. La potencia maxima que se puede transfe-
rir a una resistencia de carga es la misma que se consume por par-
te de la resistencia interna de la bateria o de la resistencia equiva-
lente de Thévenin, por lo tanto, el rendimiento que se alcanza en ese
punto de operacién de la potencia que se genera es apenas del 50 %.

Por otro lado, cuando la resistencia de carga es fija y lo que
se puede modificar es la resistencia interna de la red, entonces lo
que se busca es la maxima absorcién de potencia de la red. Esta se
logra cuando la resistencia interna de la red se puede minimizar al
limite —tedricamente, hacer cero—, de este modo la potencia en la
carga aumenta significativamente.

En el capitulo, se resolvieron ejercicios suficientes para ejem-
plificar la aplicacién del teorema de méxima transferencia de po-
tencia y para explicar cdmo opera la maxima absorcién de potencia
de una red o circuito. Dentro de los ejemplos se incluy6 un ejemplo
en el que también se utilizaron fuentes dependientes.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para resolver
utilizando el teorema de maxima transferencia de potencia.

Prob. 9.1. Si cualquier valor arbitrario puede elegirse para Ry en el circuito de la
Figura 9.18, ;cudl es la potencia maxima que podria disiparse en Ro?

50

WW

200

R, 20

2A

S50

Figura 9.18.

(Sol. 13.44 W).

Prob. 9.2. En el circuito de la Figura 9.19, ;Cudnto vale la potencia que disipa la
resistencia de 5 Q?, ;A qué valor debe cambiar esta resistencia para transferirle
la potencia maxima posible?, ;Cudl seria el valor de esta potencia maxima?

120

24V

40

20V

MW—

50

6Q 15 V<+>

Figura 9.19.

(Sol. 85.81W, 2Q,105.12 W).
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Prob. 9.3. Sien el Ejemplo 9.1 se mantiene constante el valor de R, calculado, y si
también se mantiene la proporcién entre R; y R, para que el voltaje de Thévenin
resulte igual que en el problema original, ;qué nuevos valores de R; y R, hacen que
la potencia absorbida por la resistencia de carga Ro sea el triple del valor que se
obtuvo inicialmente?

(Sol. R; =928.2 mQ, R, = 232 mQ).

Prob. 9.4. En el circuito de la Figura 9.20: (a) calcular el valor de Ro, para el cual
puede entregarse una potencia méixima, y (b) obtener la tensién en Ro en ese
determinado caso (con la referencia + en la parte superior de la resistencia).

15 vm
/

Figura 9.20.

(Sol. 1.66 k2, 404.25 mV).

Prob. 9.5. Obtener el circuito equivalente de Thévenin visto por las terminales a y
b en el circuito de la Figura 9.21 y determinar cudnto vale la potencia maxima que
se puede extraer de él.

iy 20
1+ a

10 Q

I

Figura 9.21.

(Sol. Vi =65V, Ry, = 15 Q y Py = 70.41 W).
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Prob. 9.6. El circuito dela Figura 9.22 estd formado por dos Etapas. La Etapa 1 debe
entregar la potencia a la Etapa 2. La Etapa 2 estd simplificada con una resistencia
de entrada ajustable R4, que se encarga de modificar el valor de resistencia de
entrada para poder absorber la potencia méxima posible de la Etapa 1 ;Cudl es
el valor de la resistencia R,; para que la Etapa 1 transfiera la maxima potencia
a la Etapa 2?, ;cual es el valor de la potencia méxima que se puede transferir de
la Etapa I a la Etapa 2?, jcudnta potencia recibira la Etapa 2 si R4 se ajusta a su
valor mds bajo?, y scudnta potencia recibira la Etapa 2 si R, se ajusta a su valor
mas alto?

'Etapa 1 i !Etapa 2 \
| SV i
! . S R |
I I

'1mA ~— o r :
I ! 1 adj !
| CI) 10 kO Sk -39k) |
I I ]

i . |
I I !
e e e e e — e —————— L e e e e e e e e !
Figura 9.22.

(Sol. 10 k2, 5.625 mW, 1.855 mW, 3.65 mW).
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INTRODUCCION

El uso de capacitores e inductores en los circuitos eléctricos es muy
comun, de hecho, bastante importante y necesario para las aplica-
ciones en la electricidad y la electrénica. Para analizar circuitos en
los que aparecen inductores y capacitores, es necesario primero co-
nocer la funcién escalén unitario y saber qué son o a qué se refieren
las condiciones iniciales (C.I.) en inductores y capacitores.

FUNCION ESCALON UNITARIO

En ingenieria y teoria de control es comtn encontrar funciones que
corresponden a estados de si 0 no, o bien activo o inactivo (Geovan-
ni, 2015). Por ejemplo, una fuerza externa que actia sobre un sis-
tema mecénico o una tensién eléctrica aplicada a un circuito puede
tener que suspenderse después de cierto tiempo. Para tratar de for-
ma efectiva estas funciones discontinuas conviene introducir una
funcién especial llamada funcién escalén unitario u(t). La funcién
escal6én unitario es una funcién matemadtica adimensional con la
que se puede multiplicar cualquier variable fisica como corriente,
voltaje, potencia, fuerza, etc. (Ricardo, 2010). La ecuacién (10.1)
define matematicamente a la funcién escalén unitario como 0 para
(t <0) y como 1 para (t >0).

0, t<O
1, t>0 (10.1)

u(®) = {

En la Figura 10.1 se muestra graficamente la funcién escalén
unitario u(t).

t<o0 t>0

Figura 10.1. Forma gréfica de la funcién escalén unitario u(t).
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La funcién escalén unitario se puede utilizar de diversas for-
mas para el andlisis de los circuitos eléctricos. En la Tabla 10.1 se
muestran algunas de las maneras en las que se puede encontrar
este tipo de funcién, asi como la forma matemética de represen-
tarlas.

Tabla 10.1. Distintas formas de utilizar a la funcién escalén unitario

Funcién escalén Representacién grafica
1
0, t<O0
u(t) =
© {1; t>0 0 t
t<o0 t>0
( ) 0, t<t,
ult = to _{1; t>t,
t <t
( ) 0, t<-—t,
t+ty) =
ult+to {1; t > —t,
t < —tg
1
1, t<0
ul—t) =
=t {0; t>0
0 t
t<0 t>0
1
u(—t — tp)
t
1]
—u(t) t<0 t>0

0 t
-1

De igual manera, matemdticamente se puede extraer infor-
macién de las grificas o de las ecuaciones de la funcién escalén
unitario si es que el problema asi lo pide. Por ejemplo, de la Figura
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10.1 el valor de cero por la derecha (t = 0%)se puede escribir como se
indica en la ecuacién (10.2) y su valor corresponde a 1. De la misma
manera, de la Figura 10.1 el valor de cero por la izquierda (t = 0)
se puede escribir como se indica en la ecuacién (10.3) y su valor
corresponde con 0.

u(0t) =1 (10.2)
u(07) =0 (10.3)

FUNCION PULSO RECTANGULAR

Algunos sistemas mecanicos suelen estar sometidos a una fuerza
externa (o a un voltaje eléctrico en el caso de los circuitos) de gran
magnitud, que solamente actia durante un tiempo muy corto. Por
ejemplo, una descarga eléctrica sobre el ala de un avién; un cuer-
po sujeto a un resorte que recibe un fuerte golpe con un martillo;
una pelota (de golf o de tenis), inicialmente en reposo, es enviada
velozmente por los aires al ser golpeada con un objeto como un
bastén de golf o una raqueta de tenis. La funcién pulso rectangular
puede servir como un modelo para describir el comportamiento
de tal fuerza sobre la pelota, el cuerpo, el ala de un avién (Geovan-
ni, 2015). La ecuacién (10.4) define matemadticamente a la funcién
pulso rectangular.

0; t <ty
[u(t —ty) —ult—t)] =11, t,<t<t,
0; t>t (10.4)

En la Figura 10.2 se muestra graficamente la funcién pulso
rectangular.

1B

%
0 to t t
t < to to<t<t, t>t

Figura 10.2. Funcién pulso rectangular.

La funcién escalén unitario es de gran utilidad cuando se
analizan circuitos eléctricos, ya que ayuda a simplificar la forma
de representar una fuente de alimentacién que se conecta o se
desconecta de un circuito eléctrico. Por ejemplo, en la Figura 10.3
se muestra un switch o interruptor que se activa en el instante de
tiempo (t = 0s), en ese momento se conecta la fuente de voltaje a
la resistencia R y comienza a circular la corriente a través de ella.
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Figura 10.3. Fuente de voltaje con un switch Sy que se conecta en t=0s.

La forma de representar lo mismo, pero utilizando la funcién
escalén unitario se muestra en la Figura 10.4. En esta represen-
tacién, la funcién escalén unitario se multiplica por el valor de la
fuente de voltaje y juntas sustituyen a accién del interruptor.

E - u(t) +

Figura 10.4. Fuente de voltaje con funcién escal6n unitario conectada a una
resistencia.

En ambos casos, con el interruptor o con la funcién escalén
unitario, el voltaje de salida V, en la resistencia R es el que se mues-
tra en la Figura 10.5.

V E

oV

t=0s
Figura 10.5. Voltaje Vo en la resistencia de salida R.
A continuacién, se presentan algunos ejemplos de la aplica-

cién de la funcién escalén unitario utilizando fuentes de voltaje o
fuentes de corriente.
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Ejemplo 10-1. Construir la grafica de la funcién escalén unitario
de voltaje expresada por Su(t) V.

Respuesta.

Se trata de una sefial de voltaje que vale 0 V para (t < 0) y 5 V para
(t > 0) tal como se representa en la Figura 10.6.

S5u(t)V 5V

ov

t<0 t>0

Figura 10.6. Funcién escal6n unitario u(t) combinada con una sefial de voltaje de
5V.

Ejemplo 10-2. Construir la grafica la funcién escalén unitario de
corriente expresada por 3u(t - 2) A.

Respuesta.
Se trata de una sefial de corriente que vale 0 A para (t < 0) y 3 A para
(t > 2) tal como se representa en la Figura 10.7.

3u(t) A 3A
L e

0 2 t
t>2

t<?2

Figura 10.7. Funcién escalén unitario u(t) combinada con una sefal de voltaje de
3 A desplazada 2 segundos.

Ejemplo 10-3. Multiplicar las dos sefiales de los ejemplos anterio-
res y graficar la funcién que resulta.

Respuesta.

Se trata de una serial de voltaje multiplicada por una sefal de co-
rriente, por lo tanto, el resultado serd una serial de potencia. Ob-
sérvese que la potencia es de 0 W cuando la corriente o el voltaje
sonde 0 A6de0Vydel5W cuando las dos sefiales son distintas
de cero simultidneamente. El tiempo en el que ambas sefiales son
distintas de cero ocurre cuando (t > 2), tal como se muestra en la
Figura 10.8.
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Su(t)V 5V

oV 775 V.

0 ; t
t<0 >0

3u(t—2)Ay i 3A

) 2 t

t<2 Cot>2
15u(t —2) W ! 15 W

1] 2 t

t<?2 t>2

Figura 10.8. Resultado de multiplicar una funcién de voltaje por una funcién de
corriente, obteniendo una funcién escalén de potencia es de 15 W para (¢ > 2).

Ejemplo 10-4. A partir de la sefial que se muestra en la Figura
10.9 obtener la funcién escaléon que define a esta sefial de voltaje.

2V

Figura 10.9. Sefial de voltaje para obtener la funcién escalén.
Respuesta.

Es una sefial que vale 2 V constantes para todos los tiempos (t < 6)
y después pasa su valor a -4 V para todos los tiempos (t < 6). Por
lo tanto, al expresarla matematicamente resulta la ecuacién (10.5).

2V:; t<6

[Zu(—t —6)V—14u(t— 6) V] = {_4 V.- t>6 (10.5)
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FUNCIONAMIENTO PERMANENTE
DEL INDUCTOR Y CAPACITOR CON CORRIENTE
Y VOLTAJE CONSTANTES

Se analiza cémo se comporta el inductor y el capacitor, a partir de
las ecuaciones del capitulo 1 que definen el funcionamiento mate-
matico del inductor y el funcionamiento del capacitor. Si sélo se
utilizan fuentes de voltaje constantes y tnicamente circulan co-
rrientes constantes a través del inductor y del capacitor, se analiza
cudl es el comportamiento de estos elementos en tales condicio-
nes. Es importante comprender que para que un inductor y/o un
capacitor operen con valores constantes de corriente o voltaje, el
circuito en el que estdn conectados debe llevar mucho tiempo en
ese estado o en esas condiciones (tedricamente, un tiempo infinito
t = o0) y se dice que esta operando en estado “permanente o estable”.

Inductor en estado estable o permanente

Para calcular el voltaje v; en las terminales del inductor, se multiplica
la inductancia L por la derivada de la corriente i; que circula a tra-
vés de él con respecto del tiempo, tal como se muestra en la Figura
10.10. Pero, si la corriente i en el inductor es un valor de corriente
constante I, entonces la derivada de esta corriente valdra 0. Eso
significa que, en estado permanente, mientras esté circulando una
corriente de valor constante por el inductor, el voltaje v; en las ter-
minales de éste serd de 0 V. Esta secuencia de calculos se muestra
en las ecuaciones (10.6), (10.7) y (10.8).

i
+

Figura 10.10. Inductor y la ecuacién para calcular el voltaje en sus terminales.

o= Ld(iL)
FT R dt (10.6)
i =1=cte (10.7)
d(I)
=L =0V (10.8)

Fisicamente el inductor operando en estas condiciones eléc-
tricas es equivalente a considerarlo como si se tratase de un sim-
ple conductor sin caida de tensién o como si el elemento fun-
cionara como un corto circuito, tal como se observa en la Figura
10.11.

ANALISIS DE CIRCUITOS RL Y RC



u,:[:ctel + iL=f=Ctel +

d(ct
L vL=L%=OV |[|:> v, =0V

Figura 10.11. Comportamiento del inductor en estado estable o permanente por
el cual circula una corriente i; constante.

Capacitor en estado estable o permanente

Para calcular la corriente i que circula a través del capacitor, se
multiplica la capacitancia C por la derivada con respecto del tiempo
del voltaje v que se aplica a sus terminales, tal como se muestra en
la Figura 10.12. Pero, si el voltaje v, en el capacitor es un valor de
voltaje constante V, entonces la derivada de este voltaje valdra 0.
Eso significa que, mientras el capacitor esté alimentado por un va-
lor de voltaje constante, la corriente i¢, en estado estable o perma-
nente, a través del capacitor, serd de O A. Esta secuencia de anilisis
se muestra en las ecuaciones (10.9), (10.10) y (10.11).

) d(ve)
+ llc_c dt

Ve ——C

Figura 10.12. Ecuacién para calcular la corriente a través del capacitor.

I Cd(vc)
€T dt (10.9)
ve =V =cte (10.10)
. dv)
ic=C dt 0A (10.11)

Fisicamente el capacitor operando en estas condiciones
eléctricas es equivalente a considerarlo como si se tratara de un
simple circuito abierto con un voltaje entre sus terminales y sin
corriente circulando a través de él, tal como se observa en la Fi-
gura 10.13.
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ve =V = cte

A _ ic=0A
+ llc C 0A +ll

ve =V = cte
Figura 10.13. Comportamiento del capacitor alimentado por un voltaje vc
constante.

FUNCIONAMIENTO INICIAL DEL INDUCTOR
Y CAPACITOR CON CORRIENTE Y VOLTAJE
CONSTANTES

Para que el inductor o el capacitor se encuentren funcionando de
forma permanente en un tiempo muy prolongado, tedricamente
en un tiempo infinito (¢t = ), primero tuvieron que haber iniciado
su funcionamiento a partir de un estado permanente o estable, que
muy probablemente haya sido desde 0 V para el caso del voltaje en
el capacitor y/o desde 0 A para el caso de la corriente en el inductor.

Inductor en estado inicial

En la Figura 10.14 se muestra una fuente de alimentacién V; co-
nectada con un interruptor (Sy) para alimentar a un inductor L
conectado en serie con una resistencia R. Antes de que la fuente
de alimentacién V7 sea conectada al circuito, se observa que la
corriente en la resistencia y el inductor es nula (i; = 0 A). Una vez
que se cierra el interruptor en (t = 0 s), el inductor se comporta
instantdneamente como un circuito abierto, tal como se muestra
en la Figura 10.15. Lo anterior se debe al funcionamiento natural
del inductor, que no permite cambios bruscos o subitos en el va-
lor de la corriente que circula a través de él.

En general, un inductor tiende a mantener sin cambios la di-
reccién y magnitud de la corriente que circula a través de él y lo
mismo ocurrird si por el inductor circula un valor distinto de (0 A)
de corriente. El inductor intentard mantener la misma direccién,
magnitud y sentido de la corriente.

Sw

Figura 10.14. Circuito con inductor y resistencia antes de cerrar el interruptor y
enelqueir=0A.
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Figura 10.15. Comportamiento instantidneo del inductor para mantener la co-
rriente en su mismo valor (i; = 0 A) en el instante justo que se cierra el interruptor.

Capacitor en estado inicial

En la Figura 10.16 se muestra una fuente de alimentacién V; co-
nectada con un interruptor (Sy) para alimentar a un capacitor C
conectado en serie con una resistencia R. Antes de que la fuente de
alimentacién V; sea conectada al circuito, se observa que el voltaje
en el capacitor es nulo (v- = 0 V). Una vez que se cierra el inte-
rruptor en (t = 0 s), el capacitor se comporta instantdneamente
como un corto circuito, tal como se muestra en la Figura 10.17. Lo
anterior se debe al funcionamiento natural del capacitor, que no
permite cambios bruscos o subitos en el valor del voltaje que tiene
entre sus terminales.

En general, un capacitor tiende a mantener sin cambios la po-
laridad y la magnitud del voltaje entre sus terminales y lo mismo
ocurrird si en el capacitor existe un valor distinto de (0 V) de volta-
je. El capacitor intentard mantener la misma polaridad y magnitud
del voltaje en sus terminales.

ve =0V —=—C

Figura 10.16. Circuito con capacitor y resistencia antes de cerrar el interruptor
enelqueve=0V.
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R
o
)| VVVV—
t=0s
Vr ¢
+
ve=0V C

Figura 10.17. Comportamiento instantdneo del capacitor para mantener el voltaje
en su mismo valor (vc = 0 V) en el instante justo que se cierra el interruptor.

CORRIENTE INICIAL Y PERMANENTE PARA
CIRCUITOS CON RESISTENCIAS, INDUCTORES
Y CAPACITORES

En resumen, el funcionamiento inicial y permanente de inductor
y capacitor cuando son alimentados con voltajes y corrientes de
corriente directa se muestran en la Tabla 10.2.

Tabla 10.2. Resumen del comportamiento del inductor y capacitor parat=0sy

parat = o0
Elemento Comportamiento en (t=0s) Comportamiento en (¢ = «)
+ +
L vy ip=0A v,=0V

Cip— ve =0V ic=0A

‘ ' !

Con los comportamientos de inductores y capacitores se pue-
de calcular la corriente y el voltaje iniciales, asi como la corriente
y voltaje permanentes en los circuitos que contengan resistencias,
inductores y capacitores.
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Ejemplo 10-5. A partir del circuito que se presenta en la Figura
10.18 calcular la corriente i que circula por la fuente de alimenta-
cion Vr:

a) En el instante antes de cerrar el interruptor Sy, es decir,
para (t=0"s).

b) En el instante después de cerrar el interruptor Sy, es decir,
para (t=0"s).

c) Después que el interruptor Sy, ha permanecido cerrado por
mucho tiempo, tedricamente para (t = o).

d) Construir una grafica de la corriente i con los datos que se
obtengan.

=100 pH

ETT f=05
150

vp=15v( " 20 —_ ¢
T - —T— 100 uF

Figura 10.18. Circuito para calcular los distintos valores de corriente en la fuente

de alimentacién para funcionamiento inicial y para funcionamiento permanente.
Respuesta.

Para este tipo de circuitos, por el momento lo tnico que se ha estu-
diado es el funcionamiento inicial (t = 0 s) y el funcionamiento per-
manente (t = o). Para el resto de los tiempos no se ha establecido
aun ningun tipo de comportamiento.

a) Antes que el interruptor Sy, se cierre no se observa ningin
tipo de conexién que indique que estd circulando alguna
corriente por la fuente de alimentacién o por alguno de los
elementos que se encuentran conectados. Por lo tanto, la
corriente de la fuente de alimentacién es de 0 A para el ins-
tante anterior a cerrar el interruptor Sy,.

ir(07)=0A

b) Cuando el interruptor Sy, se cierra, el circuito equivalente
que se obtiene es el que se muestra en la Figura 10.19. Sin
embargo, este circuito se debe modificar para el funciona-
miento inicial, es decir, para cuando (¢t = 0 s), el cual nos
ayudaré a calcular la corriente iy que se busca para (t = 0*
s). En este funcionamiento, y de acuerdo con la Tabla 10.2,
el inductor L se comporta como un circuito abierto y el ca-
pacitor C como un corto circuito, por lo tanto, el circuito
equivalente que resulta se muestra en la Figura 10.20.
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L =100 pH

|
1.5Q

Ve =15V +> | 20 —— €
T - ~T 100 uF

Figura 10.19. Circuito que resulta después de cerrar el interruptor.

L
Sw

—1

|
1.50

" .
Ve =15V ) 20
T C‘ t=0%s ¢

Figura 10.20. Comportamiento de inductor y capacitor parat = 0*s.

En el circuito de la Figura 10.20 se puede observar que la co-
rriente iy circula por la resistencia de 1.5 Q y a través de capacitor
C, que se encuentra instantidneamente en corto circuito, eliminando
a la resistencia de 2 Q. Por lo tanto, la corriente iy se calcula con la
fuente de voltaje V; y con la resistencia de 1.5 € con la ecuacién

(10.12).
15V
‘=150
i, =10A (10.12)

a) Para calcular la corriente i; después que el interruptor Sy,
ha permanecido cerrado por mucho tiempo, teéricamen-
te para (t = ), el circuito se modifica para quedar como
aparece en la Figura 10.21. En este funcionamiento, y de
acuerdo con la Tabla 10.2, el inductor L se comporta como
un corto circuito y el capacitor C como un circuito abierto.
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‘| - -1

" f
= t =00

Figura 10.21. Comportamiento de inductor y capacitor para t = oo.

En el circuito de la Figura 10.21 se puede observar que ahora
la corriente circula a través del inductor L y por la resistencia de
2 Q, ya que el inductor se comporta como un corto circuito, eli-
minando a la resistencia de 1.5 Q. Por lo tanto, la corriente iy se
calcula con la fuente de voltaje V;y con la resistencia de 2 2 con la
ecuacién (10.13).

15V
=70
ip=75A (10.13)

a) Por el momento no es posible saber cémo es la evolucién de
la corriente para todos los instantes de tiempo para (t > 0% s).
Sin embargo, con los tres valores de corriente de i que se
acaban de calcular, es posible construir una grafica (incom-
pleta) del comportamiento de la corriente ir. Por ejemplo,
se puede deducir que la corriente para (t < 0 s) es la misma
que para (t = 0" s), es decir 0 A, porque el circuito es el mis-
mo hasta que se conecta el interruptor. La corriente para
(t = 0s) esigual que la corriente para (t > 0* s), es decir 10 A,
pero no para valores mayores que 0%, porque no se ha rea-
lizado un andlisis del comportamiento del circuito para ese
tiempo. Lo que si se pudo calcular es el valor de la corrien-
te iy, para un tiempo mucho mayor que 0%, es decir, para
(t » 0s) que se pueda considerar como (t = =), que result
de 7.5 A. Con esta informacién, se construye la grafica de
la Figura 10.22.
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i~(0T) =10 A
15A 1 ir(0%)
125A +
ir(c0) =75A
104 d: (%)
75A F---ooooe -
SA L Régimen | Régimen
' ) 25aL Transitorio Permanente
ir(07)=0A . N\
. B\" t
t<0s t=0s ts t>0s

Hl

Figura 10.22. Gréfica de los valores de corriente calculados para funcionamiento
inicial y permanente de inductor y capacitor.

En la grafica de la corriente obtenida se observa que esta pasa
de 0 A, para un tiempo (t < 0 s), a un valor de 10 A para (¢t < 0% s).
Sin embargo, a partir de ese momento y hasta un tiempo ts que se
pueda considerar lo suficientemente grande (t » 0 s), no es posible
saber cudl es el comportamiento de la corriente (por ahora). Ese
tiempo que transcurre desde (¢t = 0 s) hasta tg en el que la corriente
alcanza un valor permanente se le llama “Régimen Transitorio” y al
tiempo a partir del cual la corriente ya no varia (t > tg), se le conoce
como “Régimen Permanente”.

CONDICIONES INICIALES
DE CORRIENTE Y VOLTAJE

En el andlisis de circuitos en los que se incluyen inductores o capaci-
tores es necesario conocer o saber determinar las condiciones inicia-
les (C.I.) para resolver un problema adecuadamente. Las condiciones
iniciales hacen referencia a la corriente en el inductor IO o al volta-
je en el capacitor Vg, en el instante que se produce una transicion.
Las transiciones generalmente ocurren cuando un interruptor Sy, se
cierra o se abre en un instante de tiempo normalmente establecido
como (t = 0) de ahi el subindice 0 para las condiciones iniciales.

Se les llama o conoce como condiciones iniciales porque son
los valores de corriente o voltaje que tienen el inductor y el capa-
citor al momento de conectarse o desconectarse en un circuito. En
esencia, para conocer la condicién inicial de un inductor o un capa-
citor, sélo se debe calcular qué valor tiene de corriente o voltaje en
el instante de tiempo cuando se conecta al circuito o cuando ocurre
un cambio en las condiciones de operacién de éste.

La forma para calcular las condiciones iniciales debe hacerse
tomando en cuenta el instante de tiempo en el que se encuentre
operando el circuito: puede ser el funcionamiento inicial, en el ré-
gimen transitorio o mientras funciona en régimen permanente.

Matemdticamente, la condicién inicial de voltaje Vi en un
capacitor determina el voltaje que tiene en sus terminales el ca-
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pacitor C en el tiempo (¢t = 0) y se expresa tal como aparece en la
ecuacion (10.14). La condicién inicial de voltaje en un capacitor
puede ser 0V, un valor positivo o un valor negativo y se anota con
su respectiva magnitud y polaridad en el capacitor C que se estd
analizando o que se pretende analizar.

vc(0) = Vo (10.14)

Mateméaticamente la condicién inicial de corriente I, en un
inductor se determina como la corriente que circula a través de in-
ductor L en el tiempo (¢t = 0) y se expresa tal como aparece en la
ecuacién (10.15). La condicién inicial de corriente en un inductor
puede ser 0 A, un valor positivo o un valor negativo y se anota con
su respectiva magnitud y direccién en el inductor L que se estd ana-
lizando o que se pretende analizar.

i1(0) =1, (10.15)

ACCIONAMIENTO DEL CIRCUITO RC

A partir de la Figura 10.23 se obtiene la solucién del circuito RC para
poder calcular el voltaje V. para (t > 0). Hay que considerar que al
momento de accionar el interruptor Sy en el instante t = 0, el capa-
citor cuenta con la condicién inicial (C.I.) de voltaje expresada en la
ecuacién (10.14) y con la polaridad indicada en la Figura 10.23.

R

Figura 10.23. Circuito RC para calcular la solucién del volteje vc parat > 0.

Al cerrar el interruptor en el tiempo t = 0 resulta el circuito de
la Figura 10.24.

Sw R
l Ve - 1%
Ve N R + | + €0

Figura 10.24 Circuito RC una vez que el interruptor Sy ha sido accionado en el
tiempo t = 0.
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Obsérvese que resulta un circuito RC en serie, por lo tanto,
la corriente ir que circula en el circuito es la misma también para la
resistencia R y para la fuente de alimentacién V. Aplicamos la ley
de voltajes de Kirchhoff a los elementos del circuito y nos resulta
la ecuacién (10.16).

—Vr+vg+vc=0 (10.16)

Reacomodamos la ecuacién pasando el voltaje de alimenta-
ci6én al segundo miembro.

VR+vec=Vr (10.17)

Reescribimos el voltaje de la resistencia R de la ecuacién
(10.17) en términos de la corriente i resultando (10.18).

Ric+vc=Vr (10.18)

Sustituimos la ecuacién (10.9) en la ecuacién (10.18) y resul-
ta la ecuacién (10.19), que es una ecuacién diferencial, lineal de
primer orden, de primer grado y no homogénea. En esta ecuacién
diferencial, 1a variable para la cual se debe resolver es para el voltaje

ve del capacitor.
d(vc)
R(C =V
< at ) tvc=Vr

d(we)
dt

Para resolver la ecuacién (10.19) se puede aplicar cualquiera
de los métodos estudiados en el curso de “Ecuaciones Diferencia-
les” pero, en este caso y por su simplicidad de aplicacién, se resuel-
ve empleando el método de “Variables separables”.

Separamos las variables para dejar la variable v, en el primer
miembro y la variable del tiempo t en el segundo, resultando la
ecuacién (10.20).

RC +vc=Vr

(10.19)

d(wc)
RC =Vr—-
dt r—Vc
dlve) Vr—
dt ~ RC
dlv 1
l —_— dt
Vr—ve  RC (10.20)

Integramos miembro a miembro la ecuacién (10.20) y se ha-
cen las transformaciones algebraicas necesarias para poder despe-
jar la variable v, resultando la ecuacién (10.22).

f Vi (vcv)c f at
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Para poder aplicar la férmula fg = In|u| + k, completamos
la integral del primer miembro, la intégral del segundo miembro es
inmediata [ du = u + k.

1 —d(vc) _ 1 fdt

—_1 VT—‘U(; C
1

—In|Vr —ve|l + k1 = ﬁt + ky

t
—In|Vy — ki=—+k
n|Vr — vel + kq RC+ 2

Simplificamos las constantes k; y k, en una sola constante

k3 = kQ—kl.

t
—lTl|VT - vcl = E + k3

Despejamos la variable ve.

t

In|Vy — vl = “RC k3
t
vy = vl = (= 2=~ ks ) (1)
Recordamos que el logaritmo de la misma base resulta en la
unidad.
Inle] =1

Por lo tanto, es vélido sustituir la unidad por In|e| resultando:

t
vy = vl = (= 5= ks ) (nleD

Aplicamos las propiedades de los logaritmos para cambiar el
productode (_ 1t _ ky) POruna potencia y resulta:
RC

n|Ve —vel = In e(;_é_k3)

Eliminamos los logaritmos en ambos miembros de la ecua-
cion.

Lk
Vr—vc = e(Rc 3)

Pasamos V' al segundo miembro y dejamos positiva ve.

ve=Vr— e(;_é_k:“)
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Aplicamos las propiedades de los exponentes para separar el
exponente (—t ks

RC
-t
ve =V — (eﬁ) - (e7k3)

Pero (e _k3) es una constante elevada a otra, por lo tanto, re-
sultard en una nueva constante k, expresada de la ecuacién (10.21).

k, = eks (10.21)

La sustituimos y resulta la ecuacién (10.22).

-t
Ve = VT - (eﬁ) . k4

-t
ve=Vr—ks-erc (10.22)

La variable v, ha quedado despejada, sélo falta determinar
cuanto vale la constante k.

Para poder calcular esta constante, es necesario utilizar la
condicién inicial (C.1.) del capacitor, es decir, la ecuacién (10.14).

vc(0) = Veo

En esta ecuacién se establece como condicién inicial (C.1.) que,
para el tiempo t = 0, el voltaje vcen el capacitor C tendrd un valor de
V¢o. Por lo tanto, sustituimos este valor de voltaje y de tiempo en la
ecuacién (10.22) y simplificamos para obtener la ecuacién (10.23).

()
vc(0) =Vr —ky-€re

-©@
Veo =Vr —ks-ere

Veo =Vr —kq - (1)

Sustituimos la ecuacién (10.23) en la ecuacién (10.22) y resul-
ta la ecuacién (10.24), que es la solucién general del circuito RC en
serie con condicién inicial (C.I.) que se muestra en la Figura 10.24.

_t
UC=VT—k4'€RC
-t
ve =Vr — (Vr —Vgo) - eRre (10.24)

Es muy comun encontrar la ecuacién (10.24) expresada en

términos de la constante de tiempo T (tau) que sirve para saber en

cuanto tiempo se alcanza el régimen permanente en el circuito RC
en serie después de activar el switch Sy.
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Elvalor de la constante de tiempo T (tau) se iguala con el valor
de tiempo t que haga que el exponente de la funcién exponencial e
en la ecuacién (10.24) tenga un valor igual a -1.

En la ecuacién (10.25) se muestra cémo calcular el valor de t
para igualarlo con la constante de tiempo T (tau) del circuito RC en
serie.

—t

— =1

RC (10.25)
t =RC

~T=RC (10.26)

De tal manera que es muy comun encontrar la ecuacién
(10.24) expresada en términos de la constante de tiempo T (tau)
tal como aparece en la ecuacién (10.27).

-t
ve=Vr— Vr — Vo) e (10.27)

Las ecuaciones (10.24) y (10.27) son correctas, sélo depende-
ra del gusto de cada quien para usar una u otra. En este documento,
utilizaremos de forma indistinta cualquiera de las dos ecuaciones
para representar la solucién. Lo que es importante es saber deter-
minar el valor T (tau) ya que este valor estara relacionado directa-
mente con el régimen transitorio y el régimen permanente o esta-
ble de un circuito RC en serie.

ANALISIS Y SOLUCION DE CIRCUITOS RC

Una vez que se ha obtenido la solucién de la ecuacién del circuito
RC en serie, se resuelven varios ejemplos para utilizarla.

Antes de comenzar a resolver cualquier ejemplo, es importan-
te mencionar que:

a) La ecuaciéon (10.27) es correcta, pero s6lo brinda la solu-
cién para encontrar el voltaje v de un capacitor conectado
en serie con una resistencia y una fuente de alimentacién.
Si el circuito tiene otra forma, entonces se debe transfor-
mar hasta que tenga el acomodo adecuado para poder apli-
car la ecuacién (10.27).

b) Antes de resolver cualquier circuito RC en serie, es indis-
pensable conocer cudnto vale la condicién inicial de volta-
je Veo: si el problema no lo dice y si no hay elementos o
condiciones que indiquen lo contrario, se asumira que esta
condicién vale V=0 V.

c) Elvalor de la constante de tiempo T depende de los valores
de resistencia y capacitor, por lo tanto, serd distinta para
cada problema que se resuelva.
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Ejemplo 10-6. A partir del circuito que se presenta en la Figura
10.25 en el que se cierra el switch Syyen t = 0 s, obtener:

a) Laecuacién del voltaje v valida para (¢ > 0).

b) Elvalor de la constante de tiempo T.

c) La grafica del voltaje v, considerando los tiempos Or, 11,
27, 37, 47, 57, 67, 71, 81, 9Tty 107.

d) Calcular el porcentaje del voltaje v alcanzado en el capaci-
tor respecto del voltaje V; para cada valor de tiempo espe-
cificado en el inciso c).

; . R =10kQ
t=0s + Vr -

VT=15

v
(*) Ve ——( = 100 uF

Figura 10.25. Circuito antes de accionar el switch Sy para calcular el voltaje vc del
capacitor.

Respuesta.

En la Figura 10.26 se muestra cémo queda el circuito después de
cerrar el interruptor. De igual manera, se establece como condicién
inicial (C.I.) de voltaje en el capacitor un valor de V.0 = 0 V. Lo
anterior debido a que el problema no menciona que el capacitor
tuviera un voltaje precargado o que estuviera conectado a alguna
otra red que le proporcionara algin valor antes de conectarse en
este circuito.

R =10kQ

+VCU:OV

— C =100 pF

Figura 10.26. Circuito después de accionar el switch Sy para calcular el voltaje vc
del capacitor.
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a) A partir de la Figura 10.26 sustituimos los valores en la
ecuacion (10.27) y simplificamos para obtener la ecuacién
del voltaje v después de cerrar el switch.

-t
ve=15V—-(15V—-0V)-eT
—t
ve=15V—-15-e7T V
—t

b) Elvalor dela constante de tiempo se calcula con la ecuacién
(10.26) resultando.

T=RC
7= (10 kQ)(100 pF)
T=1s

Nota: el anilisis dimensional se deja como inquietud para el estu-
diante.

c) Para construirla grafica del voltaje v, se sustituyen lo valo-
res de tiempo en la ecuacién (10.28) y con los resultados se
construye la Tabla 10.3. Ya que la constante de tiempo T re-
sult6 igual a 1s, entonces los valores de tiempo que se pide
calcular coinciden con el valor de la constante de tiempo T.

—(0s)
vc(05)=15<1—e 1s )V=0V

—(1s)
ve(1s) = 15(1—e 1s ) V=9482V

—(25)
vc(2s) =15 (1 —e 1s ) V=12970V

—(105s)
vc(10s) = 15(1 —e 1s ) V=14999V
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Tabla 10.3. Valores de voltaje de salida del capacitor para distintos valores de la
constante de tiempo T

Constante de tiempo t [s] Ve [V]
(014 0 0.000
1t 1 9.482
2T 2 12.970
3t 3 14.253
47 4 14.725
5T 5 14.899
6T 6 14.963
7T 7 14.986
8t 8 14.995
9t 9 14.998
10t 10 14.999

La gréfica del voltaje v con respecto del tiempo se muestra
en la Figura 10.27. En esta grafica se pueden comprobar varias
cosas, la primera es que el voltaje del capacitor v¢ inicia desde 0
V confirmando que el comportamiento del capacitor parat =0 s
es como el de un corto circuito. Segundo, que después de mucho
tiempo, el voltaje alcanza un estado permanente llegando el del
capacitor al valor del voltaje que tiene la fuente de alimentacidn,
que en este caso es de V= 15 V. A partir de ese momento el capa-
citor se comporta como si se tratara de un circuito abierto, por esa
razén se tiene el voltaje de capacitor v, igual al voltaje de la fuente
de alimentacién. En general, se distinguen dos zonas para el com-
portamiento del voltaje v, una es el régimen transitorio y la otra
es el régimen permanente, sé6lo falta establecer dénde comienza y
termina cada una de ellas.

Ve
18.000
Régimen Transitorio Régimen Permanente
15.000 s o o o o ® o
12.000
s
S 9.000 J_ |
== |J\
6.000 J_ —l— V
3.000 e _|_ |J> !
0.000 ¢4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 10.27. Grafica del voltaje en el capacitor vcpara los distintos valores de
tiempo (construida en Microsoft Excel).
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d) Elporcentaje del voltaje v que alcanza el capacitor respecto
del voltaje V; se calcula dividiendo cada voltaje v, calculado

entre V; y se expresa en porcentaje, tal como se muestra en
la Tabla 10.4.

Tabla 10.4. Porcentaje que alcanza el voltaje del capacitor vc respecto del voltaje
de alimentacién V¢

Constante de tiempo t [s] ;_CT[%]
Ot 0 0
1t 1 63
2T 2 86
3t 3 95
4t 4 98
5t 5 99
6t 6 100
7t 7 100
8t 8 100
9t 9 100
10t 10 100

Es muy importante observar la Figura 10.27 y los datos de la
Tabla 10.4 ya que en ambas se aprecia que, a partir de un determi-
nado tiempo, el voltaje del capacitor v¢ ya no cambia significativa-
mente respecto del voltaje de alimentacién V.

En la Figura 10.27 se podria decir que el voltaje v, alcanza el
régimen permanente a partir de 5t 6 67, mientras que en la Tabla
10.4 se confirma que el valor del voltaje de salida alcanza el 99 %
del voltaje de entrada para 5t y para el resto de los valores en el
tiempo; el voltaje esta practicamente siempre en el 100 %.

Por lo tanto, se considerard que la estabilidad o el régimen permanente se
conseguird en un circuito RC cuando se alcance un tiempo equivalente a 5t.

Ejemplo 10-7. Utilizando el circuito de la Figura 10.28, obtener la
ecuacion del voltaje en el capacitor v cuando:

a) La condicién inicial de voltaje es Vp=0 V.

b) La condicién inicial de voltaje es Vp=-5V.

c) La condicién inicial de voltaje es Viy=7 V.

d) Dibujar en una sola grafica los tres voltajes v, obtenidos
para un tiempo de 10t.
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R =1k
MWW
+ R -

3u(t) V v

+
C‘“ O Ve ——=( =10 uF
- lc

Figura 10.28. Circuito para calcular el voltaje vc con tres condiciones iniciales Vo
distintas.

Respuesta.

Recordemos que la funcién escalén unitario hace las veces de inte-
rruptor integrado junto a la fuente de alimentacién, por lo tanto, el
circuito se puede interpretar exactamente igual que en el ejemplo
anterior cuando se cerraba el interruptor en el tiempot =0syla
fuente se conectaba.

a) Para calcular la ecuacién del voltaje v cuando Vo= 0V sus-
tituimos esta condicién inicial en la ecuacién (10.24) y asi
obtenemos la ecuacién (10.29).

—t
ve =V — (Vp — Vo) - ere
—t
UC:VT—(VT—OV)'GR_
-t
Ve = VT - VT * @RC
-t
ve = Vr (1 - €RC) (10.29)

Ya con la ecuacién (10.29) se sustituyen los valores de resis-
tencia e inductor de la Figura 10.28 resultando la ecuacién (10.30).

—t
ver =3 (1 _ e @k)(10 uF)> %

—t
Vel = 3(1 — eo.01s> \%

vep = 3(1 — e~ 100ty v (10.30)
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b) Para calcular la ecuacién del voltaje vecuando V= -5V
sustituimos los datos de la Figura 10.28 en la ecuacién
(10.24).

-t
ve =Vr — (Vr — Vgo) - eRC
-t
vez =3V —(3V=(=5V)) - ek)(0up)
-t
vz =3V—(8V) ev01V
Vep =3V —8:e7 100t y (10.31)

¢) Para calcular la ecuacion del voltaje ve cuando V=7V sus-
tituimos los datos de la Figura 10.28 en la ecuacién (10.24).

ve = Vr — (Vr — Vo) - eRC

—t
ve3 =3V —(3V=(7V))  e(1kQ)(10 P
-t
Ve3z = 3V—(—4V) -e0.01V
Vez =3V + 47100ty (10.32)

d) Elvalor de la constante de tiempo T se calcula con la ecua-
cién (10.26), resultando:

7T=RC
7= (1kQ)(10 puF)
7=0.01s

Con la constante de tiempo T = 0.001 s y con las ecuaciones
(10.29), (10.31) y (10.32), que corresponden al voltaje en el capa-
citor para las distintas condiciones iniciales, se construye la Tabla
10.5 en la que se calculan los valores de voltaje desde O s y hasta
0.1 s que corresponde a 10t .
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Tabla 10.5. Valores de voltaje para las distintas condiciones iniciales de voltaje
Vo en el capacitor

(02 0 0.000 -5.000 7.000
1t 0.01 1.896 0.057 4.472
2t 0.02 2.594 1.917 3.541
3t 0.03 2.851 2.602 3.199
4t 0.04 2.945 2.853 3.073
5T 0.05 2.980 2.946 3.027
6T 0.06 2.993 2.980 3.010
7t 0.07 2.997 2.993 3.004
8t 0.08 2.999 2.997 3.001
9t 0.09 3.000 2.999 3.000
10t 0.1 3.000 3.000 3.000
8.000
7.000 ¢
gooo | \Ve3
5.000
4.000
3.000 . & 4 . 4 . 24
2000 | Vet
§ 1.000
0.000
1000 01 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Tiempo [s]
-2.000
-3.000 | [Ycz
-4.000
-5.000 ¢
-6.000

Figura 10.29. Gréfica del voltaje en el capacitor v¢ para cada una de las condiciones
iniciales V.

Obsérvese de la Tabla 10.5 y de la Figura 10.29 que no im-
porta de qué valor comience la condicién inicial de voltaje en el
capacitor, siempre terminara en 3 V. De igual manera, para las tres
condiciones iniciales de voltaje en el capacitor, el tiempo en el que
se alcanza el régimen permanente para los tres voltajes es también
de 57, siendo en este caso en un tiempo de 0.05 s.
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Ejemplo 10-8. El circuito de la Figura 10.30 se encuentra en re-
poso desde hace mucho tiempo. Después, en el tiempo t = 0 s, el
interruptor Sy, pasa a la posicién D para conectar la fuente de ali-
mentacién con las resistencias y el capacitor, pero sélo permanece
en esa posicién durante un tiempo de (27, s), cuando después el
interruptor pasa a la posicién @ para volver a desconectar la fuen-
te de alimentacién del circuito y ahi se queda hasta que el circuito
alcanza su régimen permanente (51; s). Obtener:

a) Elvoltaje Vi, antes de cerrar el interruptorent =0s.

b) La ecuacién del voltaje v, en el capacitor valida para 0 < t
< 274 S.

c) Elvoltaje Vi, justo antes de abrir el interruptor en t = 271 s.

d) La ecuacién del voltaje vy, valida para t > 21, s, después de
haber desconectado el interruptor del circuito y pasar a la
posiciéon @.

e) La gréfica del voltaje v. en el capacitor desde antes de ac-
cionar el interruptor, para todas sus posiciones, y hasta que
alcance el régimen permanente (51, s) en la posiciéon @.

Sw R,=6kQ  R,=15kQ

__Pf°®—’\NV\, MWW
Vi=42V +

®
" @
C_ Ry = 3k0 V¢ ——=C =150 pF

Figura 10.30. Circuito para calcular el voltaje vc con varias resistencias, conectando
y desconectando la fuente de alimentacién.

Respuesta.

a) Yaque el circuito se encuentra en reposo desde hace mucho
tiempo, y dado que no estd conectada ninguna fuente en
el capacitor, significa que la condicién inicial de voltaje V¢
tiene un voltaje de 0 Ven el instante t = 0 s cuando se cierra
el interruptor.

b) En el instante t = O s, se cierra el interruptor y resulta el
circuito de la Figura 10.31. Sin embargo, no se puede ob-
tener directamente la ecuacién del voltaje v debido a que
el circuito no corresponde con la forma adecuada de donde
se obtuvo tal informacién. El circuito de la Figura 10.31 se
debe transformar en un circuito con la estructura de la la
Figura 10.23. Por lo tanto, es necesario obtener el circuito
equivalente de Thévenin visto por las terminales del capa-
citor C.
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Sw Ry =6k R, =15k

— T WW—T—WW—

V, =42V o +

. @
i R; = 3kQ VeI C = 150 pF

Figura 10.31. Circuito equivalente después de cerrar el interruptorent =0 s.

Retiramos el capacitor C y en la Figura 10.32 se muestra el
circuito para calcular Vi, v Ryy,.

Sw R,=6kQ R, =15k0

— % WW MWW |
Vy =42V a® +

[ ]
" @
) R; =3kQ Vrn
b T -
Figura 10.32. Circuito para calcular el circuito equivalente de Thévenin visto por
las terminales a y b.

El voltaje de Thévenin resulta:
R3
Ri + R3
3kQ
6 kQ + 3 kQ

Vip = 14V (10.33)

Vrn =Va

Vrn = (42V)

La resistencia de Thévenin resulta:
RiR3
Ri + R3
(6 kQ)(3 k)
6kQ+3kQ
Rrp = 3.5k (10.34)

RTh - R2 +

Rrp = 1.5kQ +

Construimos el circuito equivalente de Thévenin como se
muestra en la Figura 10.33.
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Ryp = 3.5k

Vep, = 14V +i+ Veo =0V
C’) va € =150 pF

Figura 10.33. Circuito equivalente de Thévenin.

Ahora si, el circuito tiene la misma forma que el circuito de la
Figura 10.23, por lo tanto, ya es posible poder calcular el voltaje v,
en las terminales del capacitor.

Para calcular la ecuacién del voltaje v, sustituimos los datos
de la Figura 10.33 en la ecuacién (10.24), sélo que cambiamos el
voltaje V; por el voltaje de Thévenin Vy, y la resistencia R por la
resistencia de Thévenin Ry, tal como queda expresado en la ecua-
cién (10.35).

-t

=Vrp — (Vo — Vo) - €RrpC
V¢ Th (Th co) eRrp (10.35)

Sustituimos los valores de la Figura 10.33 en la ecuacién
(10.35) y resulta:

-t
Ver =14V —=(14V —0V) - e(35kQ)(150 pF)
-t
Ve1 =14V —14-e0525 V
vep = 14(1 — e~ 1904t) v (10.36)

Asi podemos calcular la constante de tiempo t1, a la cual le
colocamos el subindice 1 porque es la constante de tiempo que se
utiliza mientras el interruptor se encuentra conectado en la posi-
cién @. Con la ecuacién (10.26) se calcula el valor de la constante
de tiempo t1, resultando:

71 = RpC
71 = (3.5 kQ) (150 uF)
71 = 0.525s

De acuerdo con el valor calculado de la constante de tiempo
t1, el circuito alcanzaria el estado estable o de régimen permanen-
te en un tiempo de 51;, es decir en 2.625 s. Sin embargo, el voltaje
en el capacitor no alcanzard el estado estable o de régimen perma-
nente debido a que sélo permanecerd conectado en la posicién
durante 2t;. Este tiempo queda expresado en la ecuacién (10.37)
como t; y, en este caso, es equivalente a 1.05 s.

t; = 274 (10.37)

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



En estas condiciones, el voltaje que alcanza el capacitor v
para 1.05 s se calcula con la ecuacién (10.36), resultando:

v = 14(1 — e~1904) y
v¢1(1.05s) = 14(1 _ e—1.904(1.05)) v
Veoz = v¢1(1.05s) = 12.105V (10.38)

El voltaje alcanzado con la ecuacién (10.36) durante 1.05 s
serd la nueva condicién inicial (C.1.) de voltaje V¢, con la que co-
menzara el capacitor en el nuevo circuito equivalente cuando el in-
terruptor pasa a la posicién @.

a) Cuando el interruptor pasa a la posicién @), la fuente de ali-
mentacién se desconecta del circuito y entonces resulta el
circuito que se muestra en la Figura 10.34. En él, la fuente
de alimentacién V;ylaresistencia R, (elementos en gris) ya
no influyen en el voltaje v, del capacitor.

R, = 1.5kQ

MWW

+ + VC02 =12.105V

Ry = 3kQ Ye2——C =150 pF

Figura 10.34. Circuito equivalente después que el interruptor pasa a la posicién @.

Sélo queda conectado en serie el capacitor C con las resistencias

R,y R; que se agrupan en una sola resistencia equivalente R,,, la
cual se calcula con la ecuacién (10.39), resultando 4.5 kQ.

El capacitor, que tiene una cantidad finita de energia almace-
nada (en forma de “Campo Eléctrico”), se descargara a través de la
resistencia equivalente R,,. El circuito que resulta con el capacitor
C, la resistencia equivalente R,, y sin ninguna fuente de alimenta-
cidén, se muestra en la Figura 10.35.

Req = 4.5 kQ

+ + Vcnz = 12‘105 Vv

ic VVe2——C =150 uF

Figura 10.35. Circuito equivalente sin ninguna fuente de alimentacién conectada.
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Se utiliza la ecuacién (10.24) para resolver el problema, s6lo
que, al no haber fuente de alimentacién Vy, ésta tendra como valor
0V, por lo tanto, se sustituye V= 0 V en la ecuacién y resulta la
ecuacién (10.40).

-t
ve = Vr — (Vr — Vo) - eRC

-t
UC=0V—(OV—VCO)'€R_C

—t
ve = —(=V¢o) - erC
-t
Ve = Vo - €rc (10.40)

Se observa en la ecuacién (10.40) que el voltaje del capacitor
Ve, s6lo depende de la condicién inicial del voltaje en el capacitor,
de la resistencia equivalente R,, y del valor de la capacitancia C en
el capacitor.

Por lo tanto, al sustituir los datos de la Figura 10.35 en la
ecuacion (10.40), se obtiene la ecuacién (10.41) que define el vol-
taje v, cuando el interruptor pasa ala posicién @. Nétese que en la
ecuacién (10.40) se intercambia la resistencia R por la resistencia
Re; ¥ Veopor Vey.

—t
vea = Vioy - eRea®

—t
Ve = 12.105 - e (4.5KkQ)(150 uF) y
—t
Veo = 12.105 - €0.675 V
Vey = 12,105 - e~ 1481ty (10.41)

Con la ecuacién (10.26) se calcula el valor de la nueva cons-
tante de tiempo T,, resultando:

7, = (4.5 kQ) (150 uF)
T, = 0.675s

Esta es la constante de tiempo con la cual se descargari el ca-
pacitor hastallegar a 0 V en un lapso equivalente a 5t,. Este tiempo
queda expresado en la ecuacién (10.42) como t,, que en este caso
corresponde a 3.375 s a partir del instante en el que el interruptor
se conecta en la posicién @.

t, = 51, (10.42)
Por lo tanto, el tiempo total, desde que se conecta el interrup-

tor en la posicion @ y luego pasa a la posicién @ para descargar al
capacitor, es la suma de los tiempos t; y t, tal como se expresa en la
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ecuacién (10.43) resultando, para este problema en particular, en
un tiempo total de 4.425 s para que el voltaje del capacitor llegue al
estado estable o régimen permanente.

tiot = t1 + t2 (10.43)

Es muy importante comprender que las ecuaciones (10.36) y
(10.41) se obtuvieron como si ambas transiciones en el interruptor
hubieran ocurrido en el tiempo t = 0 s, cuando en realidad la se-
gunda transicién, para calcular el voltaje v, ocurre después de un
tiempo de 2t;. Ademas, cada una de las ecuaciones utiliza escalas
de tiempo basadas en 1, y T,, respectivamente.

Por lo tanto, al momento de calcular los respectivos valores
de voltaje a partir de las ecuaciones (10.36) y (10.41) los resulta-
dos que se obtienen se encuentran en la Tabla 10.6 y Tabla 10.7
respectivamente.

Tabla 10.6. Valores calculados para la grafica de ver

Constante de tiempo t [s] va [V]
Oty 0.000 0.000
0.5t; 0.263 5.509
T 0.525 8.850
1.5t 0.788 10.876
2T, 1.050 12.105

Las gréficas respectivas se muestran en la Figura 10.36 y la
Figura 10.37.

13.0
12.0
11.0
10.0
9.0
8.0
270
£ 60
5.0
40
3.0
20
10 i
0.0 -
0.0 0.5 1.0 1.5

- 1.05s
2.0 2.5 3.0 35 4.0 45
Tiempo [s]

Figura 10.36. Gréfica de v¢; mientras el interruptor se encuentra conectado en la
posicién @.
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Tabla 10.7. Valores calculados para la grafica de ve,.

Constante de tiempo t [s] Ve [V]
0T, 0.000 12.105
0.51, 0.338 7.342
T 0.675 4.453
1.51, 1.013 2.701
27, 1.350 1.638
2.51, 1.688 0.994
31, 2.025 0.603
3.51, 2.363 0.366
4T, 2.700 0.222
4.51, 3.038 0.134
51, 3.375 0.082

Obsérvese que el voltaje final de la Tabla 10.6 que correspon-
de para 21, es el voltaje inicial de la Tabla 10.7 para 0t,. Por lo
tanto, si se desean colocar ambas gréficas en la misma escala de
tiempo, es necesario sumar a cada uno de los valores de tiempo
de la Tabla 10.7 un valor de 21, (1.05 s), manteniendo los mismos
valores de lo voltaje de v, tal como se aprecia en la Tabla 10.8.

13.0
12.0
11.0
10.0
9.0
8.0
7.0
6.0
5.0
4.0
3.0
2.0
1.0
0.0

e ] 5Ty i -

Volts

3.375s

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 45
Tiempo [s]

Figura 10.37. Gréfica de v, mientras el interruptor se encuentra conectado en la
posicién @.
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Volts

Tabla 10.8. Unién de los valores para ve; y para ve, en una sola tabla para conseguir

una sola gréfica

Constante de tiempo t [s] ver [V] ver [V]
Oty 0.000 0.000 -
0.5t 0.263 5.509 -

T 0.525 8.850 -

1.5t 0.788 10.876 -

2T, 1.050 12.105 12.105
21, + 0.57, 1.388 - 7.342
2T, + Ty 1.725 - 4.453
2t + 1.57, 2.063 - 2.701
2T, + 27, 2.400 - 1.638
2T, + 2.57, 2.738 - 0.994
2T, + 31, 3.075 - 0.603
2T, + 3.57, 3.413 - 0.366
27, + 47, 3.750 - 0.222
21, + 4.57, 4.088 - 0.134
2T, + 5Ty 4.425 - 0.082

En la Figura 10.38 se muestra la grifica completa del voltaje

en el capacitor para la posicién Dy la posicién @ del interruptor.

13.0
12.0
11.0
10.0
9.0
8.0
7.0
6.0
5.0
4.0
3.0
2.0
10

0.0
0.0 05 1.0

15

2.0
Tiempo [s]

25

51,

3.0

35

4.0

45

Figura 10.38. Grafica completa del voltaje v en el capacitor para la posicion @y @

del interruptor.

En la gréifica de la Figura 10.38 se observa que, mientras el
interruptor se encuentra conectado en la posicion @, el voltaje v
inicia desde O V en t = 0 s para después alcanzar 12.105 V cuando
se cumple el tiempo que corresponde a 21, (1.05 s). Después, el
voltaje final de la posicién @ corresponde con el voltaje inicial de

la posicién

y es a partir de este valor de voltaje que comienza a

descargarse el capacitor hasta llegar a 0 V, en un tiempo equivalen-
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te a 5T, (3.375 s) que, sumado con el tiempo de 27, resulta en un
total de (4.425 s).

RESUMEN DE ECUACIONES PARA EL CIRCUITO RC

La ecuacién (10.24) es la solucién general para resolver cualquier
circuito RC formado por una fuente de voltaje con una resisten-
cia y un capacitor conectados en serie. Se pueden tener ecuaciones
particulares para v, si en el circuito se tiene o no condicién inicial
de voltaje V¢ o sila fuente de alimentacién es nula, V; =0 V. Enla
Tabla 10.9 se muestra un resumen de las ecuaciones que se pueden
obtener a partir de la ecuacién (10.24) y dependiendo de la presen-
cia o no de V; y V. Del mismo modo, se incluyen las ecuaciones
para poder calcular la corriente I en el capacitor para cada uno de
los casos.

Tabla 10.9. Resumen de ecuaciones para calcular el voltaje del condensador en
distintas condiciones

Circuito RC Ecuaciones paravce I¢

T ; T o =V
) ic c—=—¢C lC—T'eRC

-t

— WW v, Ve=Vr— (Vr—"Vc)-eRC

Vg -
Vr L —t
* Ve ——C L
- ic -1 lc = E eRrc
Sw R —t
) AN/ ve = Veo " eRC
3_1 TWW Voo c o

ACCIONAMIENTO DEL CIRCUITO RL

A partir de la Figura 10.39 se obtiene la solucién general del cir-
cuito RL para poder calcular la corriente i; para (t > 0). Se debe
considerar que al momento de accionar el interruptor Sy, en el
instante t = 0, el inductor cuenta con la condicién inicial (C.I.) de
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corriente expresada en la ecuacién (10.15) y con la direccién indi-
cada en la Figura 10.23.

t=0s lr’o
® :

Figura 10.39. Circuito RL para calcular la solucién de la corriente i para t > 0.

Al cerrar el interruptor en el tiempo t = O resulta el circuito de
la Figura 10.24.

v '—;;1 + :R - lfo
CD @ "’éL

Figura 10.40. Circuito RL una vez que el interruptor Sy ha sido accionado en el
tiempo t = 0.

Obsérvese que resulta un circuito RL en serie, por lo tanto, la
corriente i; que circula en el circuito es la misma también para la re-
sistencia R y para la fuente de alimentacién V;. Aplicamos la ley
de voltajes de Kirchhoff a los elementos del circuito y nos resulta
la ecuacién (10.44).

—Vr+vp+v, =0 (10.44)

Reacomodamos la ecuacién pasando el voltaje de alimenta-
cién al segundo miembro.

vR+v,=Vr (10.45)

Reescribimos el voltaje de la resistencia R de la ecuacién (10.45)
en términos de la corriente i; resultando la ecuacién (10.46).

RiL + v, = VT (10.46)

Sustituimos la ecuacién (10.6) en la ecuacién (10.46) y resulta:

d(ir)
dt

Dividimos ambos miembros de la ecuacién entre R para obte-
ner la ecuacién (10.47), que es una ecuacién diferencial, lineal de
primer orden, de primer grado y no homogénea. En esta ecuacién

Rip + L =Vr
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diferencial, la variable para la cual se debe resolver es para la co-
rriente i; del inductor.

d(lL)
Ri; + L —= W _ ﬁ
R R
L d@) , Vr
E— + lL — —
R dt R (10.47)

Para resolver la ecuacién (10.47) se puede aplicar cualquiera
de los métodos estudiados en el curso de “Ecuaciones Diferencia-
les”, pero, en este caso y por su simplicidad de aplicacidn, se resuel-
ve empleando el método de “Variables separables”.

Separamos las variables para dejar la variable v; en el primer
miembro y la variable del tiempo t en el segundo, resultando la
ecuacién (10.48).

L d(iy) Vr |
R dt R Y
d(iy) R<VT , )
= — __l'L
dt L\R
.\ RV
d(lL) =7 <R —lL)dt
d(ip) R
= e
i) :
R ‘L (10.48)

Integramos miembro a miembro la ecuacién (10.48) y se ha-
cen las transformaciones algebraicas necesarias para poder despe-
jar la variable i; resultando la ecuacién (10.52).

d(lL) it
-

Para poder aphcar la formulaf u = Inful + k , completamos
la integral del primer miembro; la integral del segundo miembro es
inmediata f u=u+k.

1 —d(lL.) fd

=l m

V. R

—In E_lL|+k1=zt+k2
Vr . R

—In E— L|+k1=zt+k2
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Simplificamos las constantes k; y k, en una sola constante k;

= kz —kl‘

|22 '|—Rt+k
n R l —L 3
Despejamos la variable i;.
T
nl—-—i |=——t—k
n R 1] I 3
Vr R
il = (Ee-k)a
n R L I 3| (1

Recordamos que el logaritmo de la misma base resulta en la
unidad.

Inlel =1

Por lo tanto, es valido sustituir la unidad por [n|e|, resultando:

V. R
i |E - iL| — (——t _ k3) (nleD

R L

Aplicamos las propiedades de los logaritmos para cambiar el
producto de (— Tt— k3) por una potencia y resulta:

R
%— iL| =In |e(_ft_k3)

In

Eliminamos los logaritmos en ambos miembros de la ecuacién.

V- R
ET - iL = e(_ft_k3)

Pasamos Vr/R al segundo miembro y dejamos positiva i.
Vr (—Et—k
ip=——e\llL 3)
LR

Aplicamos las ﬁuropiedades de los exponentes para separar el

exponente (-2t —k;).
. Vr (R
il ZE_<6 Lt>'(€_k3)

Pero (67%3) es una constante elevada a otra, por lo tanto, re-
sultard en una nueva constante k, expresada de la ecuacién (10.49).

ky = eks (10.49)
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La sustituimos y resulta la ecuacién (10.50).

V- _R
iL=—T—<e Zt>-k4

R
. VT —Et
W=7~ kave 1 (10.50)

La variable i; ha quedado despejada, sélo falta determinar
cuanto vale la constante k,.

Para poder calcular esta constante, es necesario utilizar la
condicién inicial (C.I.) del inductor, es decir, la ecuacién (10.15).

ir(0) = Iy

En esta ecuacién se establece como condicién inicial (C.I.)
que, para el tiempo t = 0, la corriente i; en el inductor L tendra
un valor de I;. Por lo tanto, sustituimos este valor de corriente y
de tiempo en la ecuacién (10.50) y simplificamos para obtener la
ecuacién (10.51).

V. R
lL(O) = ET — k4. ‘e Z(O)

Vr
Ip=——ks (1
0= ke (1)
Vr
=——]
Fes R 0 (10.51)

Sustituimos la ecuacién (10.51) en la ecuacién (10.50) y resul-
ta la ecuacién (10.52), que es la solucién general del circuito RL en
serie con condicién inicial (C.I.) que se muestra en la Figura 10.40.

(10.52)

Es muy comun encontrar la ecuacién (10.52) expresada en
términos de la constante de tiempo T (tau) que sirve para saber
en cuanto tiempo se alcanza el régimen permanente en el circuito
RL en serie después de activar el switch Sy.

Elvalor de la constante de tiempo T (tau) se iguala con el valor
de tiempo t que haga que el exponente de la funcién exponencial e
en la ecuacién (10.52) tenga un valor igual a 1.

En la ecuacién (10.53) se muestra cémo calcular el valor de t
para igualarlo con la constante de tiempo T (tau) del circuito RL en
serie.

(10.53)
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R (10.54)

De tal manera que es muy comun encontrar la ecuacién
(10.52) expresada en términos de la constante de tiempo T (tau),
tal como aparece en la ecuacion (10.55).

. Vr <VT ) —t
ip=——|—=—-1y)e~

R R (10.55)

La ecuacién (10.52) y (10.55) son correctas, sélo dependerd
del gusto de cada quien para usar una u otra. Lo importante es sa-
ber determinar el valor T (tau), ya que este valor estard relacionado
directamente con el régimen transitorio y el régimen permanente
o estable de un circuito RL en serie.

ANALISIS Y SOLUCION DE CIRCUITOS RL

Una vez que se ha obtenido la solucién de la ecuacién del circuito
RL en serie, se resuelven varios ejemplos para utilizarla.

Antes de comenzar a resolver cualquiera de ellos, es impor-
tante mencionar que:

« La ecuacién (10.52) es correcta, pero sélo brinda la solu-
cién para encontrar la corriente i; de un inductor conec-
tado en serie con una resistencia y una fuente de alimen-
tacidn. Si el circuito tiene una forma distinta, entonces se
debe transformar hasta que tenga la forma adecuada para
poder aplicar la ecuacién (10.52).

+ Antes de resolver cualquier circuito RL en serie, es indis-
pensable conocer cudnto vale la condicién inicial de co-
rriente I, si el problema no lo dice y si no hay elementos o
condiciones que indiquen lo contrario, se asumirad que ésta
vale [,=0A.

+ Elvalor de la constante de tiempo T depende de los valores
de resistencia e inductor, por lo tanto, puede ser distinta
para cada problema que se resuelva.

Ejemplo 10-9. A partir del circuito que se presenta en la Figura
10.41, en el que se cierra el switch Syen t = 0 s, obtener:

a) Laecuacion de la corriente i; valida para (¢t > 0).

b) Elvalor de la constante de tiempo T.

c) Laecuacién del voltaje en el inductor v;.

d) La grafica de la corriente i; y de voltaje v, desde que se ac-
ciona el interruptor y hasta que transcurre un tiempo de 5t.
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Figura 10.41. Circuito antes de accionar el switch Sypara calcular la corriente i,
y el voltaje v;.

Respuesta.
En la Figura 10.42 se muestra cémo queda el circuito después de

cerrar el interruptor. De igual manera, se establece en el ejemplo
que la condicién inicial (C.1.) de corriente en el inductor es I, = 0 A.

R—6UO.Q

_ l! =0A
V=15V t = Os 0
(\‘ v, = L=15H

Figura 10.42. Circuito después de accionar el switch Sy para calcular la corriente

ir y el voltaje v;.

a) A partir de la Figura 10.42 sustituimos los valores en la
ecuacioén (10.52) y simplificamos para obtener la ecuacién
de la corriente i; después de cerrar el interruptor.

% % _R
iL=—T—(—T—Io>'e Zt

R R
% V. _
e (eon)
Vr Vr _R,;
l, = E—E L
VT( _R,
ii=—(1—-e 1 )
TR (10.56)
15V 600 Q
l'Lzm(l—e 1.5H)
ip =0.025(1 — e=400t) A (10.57)

b) Elvalor dela constante de tiempo se calcula con la ecuacién
(10.54), resultando:
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L 15H

T =—=—

R 6000

T=2.5ms

Nota: el andlisis de dimensiones se deja como inquietud
para el estudiante.

c) Para obtener la ecuacién del voltaje en el inductor v; pode-
mos utilizar la ecuacién (10.6), la cual se deriva la ecuacién
(10.57) y se multiplica por la inductancia L.

d
v, = (1.5 H) T [(0.025 — 0.025 - ¢~400t) A]

v, = (1.5)[0 — (0.025)(—400)e—400t] y
v, = 15 400ty (10.58)

Otra forma de obtener la ecuacién del voltaje en el inductor
v, es con la ley de voltajes de Kirchhoff, aplicada al circuito de la
Figura 10.42. Se despeja el voltaje v; y, calculando la ecuacién del
voltaje en la resistencia v, junto con el voltaje de la fuente de ali-
mentacién Vi, se obtiene el voltaje del inductor.
—VT +vptv, = 0

Despejando el voltaje v; se tiene:

v, =Vr —vp

Sustituimos el voltaje v por su respectivo producto i R.
vy =Vr—iLR (10.59)

Sustituimos la corriente i; de la ecuacién (10.56) y en la ecua-
cién (10.59), y resulta la ecuacién (10.60).

A P

UL=VT VT<1—€_L)

UL=VT—VT+VT'€ L
_R,
vp=Vr-e L (10.60)
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Sustituimos los valores de la Figura 10.42 en la ecuacién
(10.60) y llegamos al mismo resultado que se obtuvo en la ecua-
ci6én (10.58).

R

—t
vL=VT-e L

~600Q,
vp=15-e15H 'V

v, = 15 ¢ 7400t y (10.61)

d) Para construir la grafica de corriente i; y de voltaje v; prime-
ro se obtienen los valores con los que se construye la Tabla
10.10. Estos valores se calculan con la ecuacién (10.57) y con
la ecuacién (10.58) para valores de tiempo que lleguen hasta
57, es decir, hasta 12.5 ms. En la Figura 10.43 se muestra la
grafica de la corriente en el inductor desde t = 0 s, cuando se
cierra el interruptor. En la grifica que se confirma que la co-
rriente comienza desde 0 A y llega hasta 25 mA, lo cual con-
firma que el inductor se comporta como un circuito abierto
parat =0 sy como un corto circuito cuando se encuentra en
régimen permanente, una vez que transcurren 5T.

Tabla 10.10. Valores de corriente y de voltaje en el inductor para distintos grados
de la constante de tiempo T

Constante de tiempo t [ms] i, [mA] v [V]
Ot 0.00 0.000 15.000
0.5t 1.25 9.837 9.098
1t 2.50 15.803 5.518
1.5t 3.75 19.422 3.347
2T 5.00 21.617 2.030
2.57 6.25 22.948 1.231
3t 7.50 23.755 0.747
3.5T 8.75 24.245 0.453
4t 10.00 24.542 0.275
4.5t 11.25 24.722 0.167
5t 12.50 24.832 0.101
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Corriente i,

mA

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14
Tiempo [ms]

Figura 10.43. Grafica de corriente i, del inductor para distintos valores de tiempo T.

Voltaje v,
18.0 .
-« . : 5T >
15.0 K | |
12.0 \
“
S 90 !
=
6.0
N
M
3.0 .
~—_
—_ L
0.0 —t————— %
o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14
Tiempo [ms]

Figura 10.44. Grafica del voltaje v; en el inductor para distintos valores de tiempo T.

La gréfica del voltaje v; con respecto del tiempo se muestra
en la Figura 10.44. En esta grafica también se pueden comprobar
varias cosas, la primera es que el voltaje del inductor v; inicia desde
15V, confirmando que el comportamiento del inductor para t =
0 s (cuando no tiene ninguna condicién inicial) es como la de un
circuito abierto, por aparecer el voltaje de la fuente entre las termi-
nales del inductor. Segundo, que después de un tiempo de 57, el in-
ductor se comporta como un corto circuito y por lo tanto el voltaje
entre sus terminales es de v; = 0 V. Tercero, que al ser una respues-
ta también del tipo exponencial, las sefiales de voltaje y corriente
llegan al régimen o estado estable en un tiempo equivalente a 5t.

Ejemplo 10-10. El circuito de la Figura 10.45 lleva conectado asi
desde ayer por la mafiana y hoy por la tarde se abrié el interruptor
(t = 0 s), obtener:

a) La condicién inicial de corriente i; (0) = I, cuando se abrié
el interruptor.

b) La ecuacién de i; y de v;después de que se abre el interrup-
tor (¢t > 0).

c) Lagréificadei;ydev; desde que se acciond el interruptor y
hasta que alcanzaron el régimen permanente.
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R, =250

G-

Figura 10.45. Circuito que llevaba conectado asi desde ayer por la mafiana.

Respuesta.

a) Como el circuito llevaba conectado asi desde ayer, el induc-
tor ya se comportaba como un corto circuito, por lo tanto,
la corriente i; (0) = I, es la del conductor que sustituye al
inductor, como se muestra en la Figura 10.46.

R, =25Q

VA=50V
C+> _}t:ﬂs

Figura 10.46. Comportamiento del inductor antes de abrir el interruptor.

Para calcular la corriente i; (0) = I, a partir de la Figura 10.46
se puede aplicar cualquiera de los métodos ya estudiados. En este
caso utilizaremos el principio de superposicién y se dejard al alum-
no que compruebe el resultado con cualquiera de los otros métodos
ya estudiados. En la ecuacién (10.62) se presenta el calculo de la
corriente I,.
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7 4 Vg
"Ry (R1 IRy
50V 10V

I = +
°7 250 [(ZSID(SKD
250+50

Iy=2A+24A

Iy

Ip=44A (10.62)

b) El circuito de la Figura 10.47 es el que resulta después de
que se abre el interruptor. En este circuito se observa que
tanto la fuente de voltaje V,, asi como la resistencia R; (ele-
mentos en gris) ya no influyen en la respuesta del circuito,
ya que quedan desconectados al abrir el interruptor. Por lo
tanto, la corriente i; para (t > 0) se determina inicamente
con la fuente de voltaje Vy y con la resistencia R,.

| fo=44A

L=05H

Figura 10.47. Circuito que resulta después de abrir el interruptor para calcular la
corriente ir.

Para calcular la corriente del inductor i; para (t > 0) se sustitu-

yen los valores de la Figura 10.47 en la ecuacién (10.52), resultan-
do la ecuacién (10.63).

. Vr (VT ) R
ip=——-|=—-I) el

R \R
:____1) 2
w= R <R2 0)¢ L

(10.63)
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Sustituyendo los valores resulta:
. 10V (10 \' ) 50,
lL = —— .
5Q
ifp=2A—(2A—-44A) e 10t
ip=2A—(-24A) 10t
ifp=2A+24-e710tx (10.64)
Utilizamos la ecuacién (10.59) para calcular el voltaje v; en el
inductor.
v = VT - lLR

Sustituimos la corriente i;, que se obtuvo en la ecuacién
(10.63), en la ecuacién (10.59) y resulta la ecuacién (10.65).

V. % _R
UL:VT— ET—(ET—I())'E Zt]R

VT —Et
ULZVT—VT‘FR(E—I())'G L

V- _R
szR(ET—IO)-e ¢

Re

v = (VT — IoR) e T (10.65)

Sustituimos las variables y los valores de la Figura 10.47 en la
ecuacién (10.65) y resulta la ecuacién (10.66).

(%5 =(VT—10R)'€ T
Ry,
v = (VB —IoRz) e L

5Q
v, =(10V—(444)(50)) e 050"

_ SQt
vy =(10V—-22V)-e 05H
_ SQt
vp=-12-e 05H V (10.66)

a) Para construir la grafica de la corriente y del voltaje, es
necesario conocer cuinto vale la constante de tiempo T, la
cual determinamos con la ecuacién (10.54), resultando:

_ L _0.5H
TR, 50
7=0.1s
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Porlo tanto, la corriente alcanza la estabilidad o el régimen per-
manente después de que transcurre un tiempodet=5t=0.5s. Enla
Tabla 10.11 se muestran los valores de la corriente i; y del voltaje
v;, calculados para distintos valores de tiempo, hasta que se alcan-
za la estabilidad.

Tabla 10.11. Valores de corriente i; y de voltaje v; para 5t

Constante de tiempo t [s] ir [A] v, [V]
Ot 0.00 4.400 -12.000
0.5t 0.05 3.456 -7.278
1t 0.10 2.883 -4.415
1.5t 0.15 2.536 -2.678
2T 0.20 2.325 -1.624
2.57 0.25 2.197 -0.985
3t 0.30 2.119 -0.597
3.5t 0.35 2.072 -0.362
4t 0.40 2.044 -0.220
4.5t 0.45 2.027 -0.133
5t 0.50 2.016 -0.081

En la Figura 10.48 se muestra la grafica de la corriente i res-
pecto del tiempo. Obsérvese que comienza en el valor de la condi-
cién inicial con un valor de 4.4 Ay se estabiliza después de 0.5 s en
un valor de 2 A.

Corriente i

5.0

“« ' 51 : >
45
4.0
35
3.0
25
2.0 - -
15
1.0
0.5

0.0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Tiempo [s]

Figura 10.48. Transicién de la corriente cuando pasa de un valor a otro y se vuelve
a estabilizar.

En la Figura 10.49 se muestra la grifica del voltaje v; respec-
to del tiempo. En esta grafica se observa que, una vez que ocurre
la transicién y las condiciones del circuito cambian, el voltaje del
inductor que valia 0 V antes de abrir el interruptor modifica su
valor instantdneamente a uno negativo de —12 V que depende de
la condicién inicial de corriente, asi como de la inductancia y la re-
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sistencia R,. Una vez que transcurre el tiempo 5t = 0.5 s, el voltaje
del inductor v; vuelve a llegar a 0 V, comportdndose nuevamente
como si se tratase simplemente de un conductor en corto circuito.

Voltaje v,

!
L
‘)

-12.0
Tiempo [s]
Figura 10.49. Comportamiento transitorio del voltaje en el inductor cuando pasa
de un valor de corriente a otro.

Ejemplo 10-11. El circuito de la Figura 10.50 llevaba conectado
asi por mucho tiempo cuando el interruptor se cerré en (¢t = 0s),
obtener:

a) Laecuacién dei; e iy validas parat > Os.
b) La grafica de i; e iy después de que se cierra el interruptor
ent=0s.

Figura 10.50. Circuito RL funcionando en régimen permanente desde hace mucho
tiempo.

Respuesta.

a) Elcircuito lleva mucho tiempo conectado como aparece en
la Figura 10.50, por lo tanto, antes de que el interruptor dé
cierre, el inductor se puede sustituir por un corto circuito,
tal como se muestra en la Figura 10.51. Esto ocasiona que
la corriente que se debe utilizar para la condicién inicial I,
se pueda calcular con la ley de Ohm en la ecuacién (10.67).
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=% 7r,
15V
b=ga710=3% (10.67)
R, =4Q R,=1Q
’V\N\,i )
V=15 x| L1 =3A

\
@ JEUS T PR
- o

Figura 10.51. Comportamiento del inductor como corto circuito antes de cerrar el
interruptor para poder calcular la condicién inicial I,.

Una vez que se cierra el interruptor en t = 0, el circuito se mo-
difica para quedar como se muestra en la Figura 10.52.

R, =40 R,=10Q

+ Vg - ’-.rl

Figura 10.52. Circuito después de que el interruptor se ha cerradoen t = 0.

En este circuito, el interruptor desconecta a la resistencia R,
y al inductor L para que ya no sigan recibiendo energia de la fuente
de alimentacién. Esto ocasiona que la corriente i; del inductor se
descargue a través de la resistencia R, hasta que desaparezca por
completo. Al mismo tiempo, una corriente constante i; circulard
entre la fuente de alimentacién V; y la resistencia R, tal como se
aprecia en la Figura 10.53. De este modo, la corriente iy, que circula
a través del interruptor, es la diferencia entre la corriente constan-
te i; que produce la fuente Vi y la resistencia R;, y la corriente de
descarga del inductor, tal como se indica en la ecuacién (10.68).

R, =40 R,=1Q

Vp =15V, 27

Figura 10.53. Circuito en el que se aprecian las dos corrientes que conforman ix.

iy =i — i (10.68)
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La corriente i; se puede calcular directamente con la ley de
Ohm aplicada a la fuente V; y a la resistencia R;, resultando la
ecuacién (10.69).

. Vpr 15V
NT R T 20
ii =3.75A (10.69)

El interruptor eliminé la fuente de alimentacién que tenia el
circuito para la resistencia R, y para el inductor L, por lo tanto, tie-
ne un valor de 0 V al momento de calcular la corriente i;, después
de cerrar el interruptor.

En la ecuacién (10.52) sustituimos Vi = 0 V para calcular la
corriente a través del inductor y nos resulta la ecuacién (10.70).

.V (VT ) _R;
ip=——-\—=—I) el

R R
.0V 0V _R,
=g (=)
_Rt
ip=—(-Ip)-eT
ip=Ip-e L (10.70)

Al sustituir los valores del inductor y la resistencia nos resulta
la ecuacién (10.71).

_th
ip=Iy-elL

—1.0.t
ifp=3-e2H A

i — 3.p-05t
ip=3-e7"A (10.71)
Por lo tanto, para calcular la corriente ix utilizamos la ecua-

cién (10.68), sustituimos la ecuacién (10.69) y la ecuacién (10.71),
y nos resulta la ecuacién (10.72).

ix = il - iL
iy=375A—3-e705t7 (10.72)
a) Para construir la grafica de las corrientes, es necesario co-

nocer cuanto vale la constante de tiempo T, la cual se deter-
mina con la ecuacién (10.54), resultando:

L 2H
"k 10
T=258
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Por lo tanto, la corriente alcanza la estabilidad o el régimen
permanente después de transcurrir un tiempo de t = 5T = 10 s.
En la Tabla 10.12 se muestran los valores de la corriente i; y de la
corriente iy calculados para distintos valores de tiempo hasta que
se alcanzan la estabilidad.

Tabla 10.12. Valores de corriente i; e ix para 5t

Constante de tiempo t [s] ir [A] ix [A]
Ot 0.0 3.000 0.750
0.5t 1.0 1.820 1.930
1t 2.0 1.104 2.646
1.5t 3.0 0.669 3.081
2T 4.0 0.406 3.344
2.5t 5.0 0.246 3.504
3t 6.0 0.149 3.601
3.51 7.0 0.091 3.659
4T 8.0 0.055 3.695
4.5t 9.0 0.033 3.717
5t 10.0 0.020 3.730

En la Figura 10.54 se muestra la grafica de la corriente i res-
pecto del tiempo. Obsérvese que comienza en el valor de la condi-
cién inicial con 3 Ay se estabiliza después de 10 s en un valor de
practicamente O A. En la Figura 10.55 se muestra la corriente iy en
la que se observa que la corriente comienza en un valor de 0.75 A
hasta que alcanza el valor de corriente de 3.75 A después de que
desaparece la corriente del inductor i;.

Corriente i,
35
- 5t »
3.0
25
2.0
<
15
1.0
0.5
0.0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 10.54. Corriente i; en el inductor después de cerrar el interruptor.
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Corriente i,
4.0

I A I A 5:______,“.__.—— "" R
e 375 A
0.0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 10.55. Corriente ix en el interruptor después de cerrarlo.

RESUMEN DE ECUACIONES PARA EL CIRCUITO RL

La ecuacién (10.52) es la solucién general para resolver cualquier
circuito RL formado por una fuente de voltaje con una resisten-
cia y un inductor conectados en serie. Se pueden tener ecuaciones
particulares para i; si en el circuito se posee o no una condicién
inicial de corriente I, o si la fuente de alimentacién es nula V; =0
V. En la Tabla 10.13 se muestra un resumen de las ecuaciones que
se pueden obtener a partir de la ecuacién (10.52) y dependiendo
de la presencia o no de V; e I;. Del mismo modo, se incluyen las
ecuaciones para poder calcular el voltaje v; en el inductor para cada
uno de los casos.

ANALISIS DE CIRCUITOS ELECTRICOS DE CORRIENTE DIRECTA



Tabla 10.13. Resumen de ecuaciones para calcular el voltaje del condensador en
distintas condiciones

Circuito RL Ecuaciones para i, y vy,

Vp =0V

| =

vy, L vp=—IpR-e L

RESUMEN Y CONCLUSION

Se presenté el andlisis de los circuitos de primer orden RL y RC, se
aplicé el método de variables separables para resolver las ecuaciones
diferenciales resultantes y obtener la ecuacién de corriente i; y del
voltaje v respectivamente. Para cada tipo de problemas se resol-
vieron ejercicios en los que se proporcionaba el valor de la condi-
cién inicial de corriente I o de voltaje V¢, y en los que estas con-
diciones se calculaban a partir de la operacién del circuito. Tam-
bién se resolvieron ejercicios en los que se tenia que simplificar
el circuito para transformarlo y llevarlo a la forma de un circuito
serie de fuente de alimentacién, resistencia y capacitor o inductor.
Al momento de resolver los ejemplos, se utilizaron otros de los mé-
todos de andlisis de los circuitos para poder calcular las corrientes o
los voltajes necesarios. Para cada tipo de circuito se obtuvieron las
respectivas constantes de tiempo Ty en ambos tipos de circuito se
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determiné que ser alcanzable el comportamiento en régimen per-
manente cuando transcurria un tiempo igual a 5T. Se construyeron
las gréficas de corriente y de voltaje en varios de los ejercicios para
observar el comportamiento de tales aspectos en los elementos del
circuito. Al final de cada uno de los tipos de anélisis, se present un
resumen de las ecuaciones con las que se puede calcular la corrien-
te y/o el voltaje, tanto del inductor como del capacitor.

PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacidn, se proponen una serie de problemas para resolver
utilizando el analisis de circuitos RL y RC.

Prob. 10.1. En el circuito de la Figura 10.56, considerar Vr =5V, R=50kQy C =
10 uF. Determinar (a) la constante de tiempo T del circuito, la ecuacién del voltaje
veparat>O0scon(b) Voo=0V, () Veo=10Vy (d) Voo=-10V.

R

ve ”"—C

Figura 10.56.
(Sol.t=0.5s,vc=51-e)V,vc=50+e?)V,ve=5V -15e*V).

Prob. 10.2 En el circuito de la Figura 10.57, el interruptor de cierraent =0s, siel
capacitor no esta cargado, determinar la ecuacién del voltaje vc vélida parat > O's.

50

AW

120 40 t=0s

. -
15V
24V 20V + C")

Ve —— C = 47 uF

Figura 10.57.

(Sol. ve = —0.6(1 — e17:73%) V).
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Prob. 10.3. El circuito de la Figura 10.58 lleva mucho tiempo conectado, (a)
calcular el valor de V¢ antes de abrir el interruptor en t = 0 s, y (b) obtener la
ecuacion del voltaje ve valida parat > Os.

20 V/7 O\
T

t=0s
W 33 k0
+
c=100pF |~
1k 37kQ o

Figura 10.58.

(Sol. Voo =19.04 V, Ve = 19.04 - e 2136 V).

Prob. 10.4. En el circuito de la Figura 10.59 considerar Vr =12 V,R=10Qy L
= 2.2 mH. Determinar (a) la constante de tiempo T del circuito, la ecuacién de la
corriente i parat > O0scon (b) [,=0A, e (c) [,=0.5A.

Sw

; ¥

- +
v, t=0s +
+

Figura 10.59.

R

(Sol.T=220us,ip=1.2- (1 -e®**¥) A i;=1.2 Avc-0.7 - e A).
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Prob. 10.5. En el circuito de la Figura 10.60 determinar la ecuacién de la corriente
ipparat>0Os.

Figura 10.60.

(Sol.i, = 5.6 - e *%t A).

Prob. 10.6. El circuito de la Figura 10.61 llevaba mucho tiempo conectado cuando
ent = 0s el interruptor se abrié. Calcular la ecuacién del voltaje vc y de la corriente
ipvalidas parat > Os.

L = 45mH
Sw

t=0s

90

+ c
C) Vn =15V 37505 "= 12mF

Figura 10.61.

(Sol. ve =15 - e22 V, iy = 4 - ¢2000 ),
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INTRODUCCION

En Ingenieria Electrénica, uno de los dispositivos analégicos mas
utilizados en circuitos eléctricos es el Transistor de Unién Bipolar
o BJT (Bipolar Junction Transistor) (Boyelstad & Nashelsky, 2009).
Este dispositivo se utiliza en forma discreta para construir o elabo-
rar circuitos electrénicos de control y de potencia; es la base para la
construccién de circuitos mucho mas complejos como amplificado-
res operacionales (OpAmp), circuitos de radio, etc. (Floyd, 2008).
El estudio de los transistores BJT es tan extenso que se pueden es-
cribir libros completos o estudiarse por separado en cursos univer-
sitarios completos. Sin embargo, una forma sencilla de introducir
al estudiante al estudio de este dispositivo es considerdndolo, en
una de sus formas mds simplificadas de operacién, como fuente de
corriente controlada por corriente. En la Figura 11.1 se muestra el
simbolo general del transistor BJT (Hayt et al., 2007). En esta figu-
ra se aprecia que el transistor es un dispositivo de tres terminales
identificadas como base B, colector Cy emisor E.

C

C : colector
B:base

E:emisor

E

Figura 11.1. Simbolo del Transistor BJT con sus tres terminales.

TRANSISTOR BJT

Como ya se menciond, un transistor BJT es un dispositivo electré-
nico de control que consta de tres terminales llamadas, base (B),
colector (C) y emisor (E). Dependiendo de la direccién en la que
circula la corriente a través de sus terminales, el transistor se pue-
de clasificar en dos tipos distintos, transistor NPN o PNP (Boylestad
& Nashelsky, 2009). En la Figura 11.2 se muestra el simbolo del
transistor BJT con las direcciones de las corrientes en sus termina-
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les. A las corrientes se les nombra de acuerdo con la terminal en la
que se encuentran, es decir, a I se le llama corriente de base, a I se
le llama corriente de colector y a I se le llama corriente de emisor.

c C
| i
B + B +
V, Vi
- + CE - + CE
B VBE - - 5 VBE -
IE fg
E E
a) b)

Figura 11.2. Direccién de las corrientes en transistor a) NPN b) PNP.

En la Figura 11.2 también se muestran los voltajes que for-
man parte del analisis del transistor, en este caso el voltaje base
emisor Vg y el voltaje colector emisor Viz. Obsérvese que, si el
transistor se analiza como un nodo en el que interactdan las tres
corrientes I, I e I, tal como se muestra en la Figura 11.3 a) y b),
entonces laley de corrientes de Kirchhoff resulta igual para el tran-

sistor NPN y PNP.
c c
I I
B B
— ——
fg IB
It I
E E
a) b)

Figura 11.3. Transistor BJT considerado como un simple nodo a) NPN b) PNP.

La ecuacién (11.1) expresa cémo se relacionan entre si las tres
corrientes del transistor BJT.

IE = IB + IC (11.1)

De esta manera, se observa que, para los dos tipos de tran-
sistores BJT, siempre se cumple con que la suma de la corriente de
la base Iy mas la corriente de colector I nos de como resultado la
corriente del emisor Ij.

FUNCIONAMIENTO DEL TRANSISTOR BJT

En general, un transistor es un dispositivo de control; en este caso,
lo que se controla es la corriente del colector I a partir de la co-
rriente de la base I;. Estas dos corrientes se encuentran relaciona-
das entre si por medio de la ganancia beta {3 del transistor con la
ecuacién (11.2).
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Ic = Blp (11.2)
Donde:

I corriente del colector.
I5: corriente de la base.
p: ganancia del transistor (20 < f < 300).

De la ecuacién (11.2) se observa que, si la corriente de la base
Iz es de 0 A, entonces la corriente del colector I también sera de
0 A. Esto significa que el comportamiento del transistor entre las
terminales del colector Cy del emisor E es como el de un circuito
abierto o como una resistencia muy alta (tedricamente infinita).
Cuando esto sucede, se dice entonces que el transistor se encuen-
tra en “corte”, es decir, no deja pasar corriente alguna entre las
terminales de colector C y del emisor E puesto que el transistor
actuard como el de un interruptor ideal abierto.

Por otro lado, sila corriente en la base Iz aumenta lo suficien-
te, entonces el comportamiento entre las terminales del colector
Cy del emisor E serd como el de un corto circuito o como el de
una resistencia de un valor muy bajo (teéricamente de 0 ). Cuan-
do esto sucede, se dice entonces que el transistor se encuentra en
“saturacion” ya que estara circulando el maximo valor posible de
corriente de acuerdo con el valor de la fuente de alimentacién V.
y con el valor de las resistencias por las cuales esté circulando la
corriente I.

Cuando el transistor no opera en corte o en saturacién en-
tonces se dice que se encuentra en una regién “activa”, donde la
resistencia entre colector C y emisor E sera tal que haga que circule
una corriente entre 0 Ay el valor maximo de corriente posible.

Sinos damos cuenta, al transistor se le podria tratar como si
fuera una resistencia variable entre el colector Cy el emisor E, que
se controla por la corriente de base I;. Es por esta razén que se le
llama “transistor”, ya que actia como un “transfer resistor”, es decir,
una resistencia de transferencia entre las terminales de colector C
y emisor E que varia de acuerdo con el valor de la corriente de la
base Iy (“Transistor”, 2021).

EL TRANSISTOR BJT COMO FUENTE
DE CORRIENTE CONTROLADA POR CORRIENTE

De acuerdo con su modo operacidn, al transistor BJT también se le
puede tratar como una fuente de corriente controlada por corrien-
te. En este caso, la corriente de control es la corriente de labase I y
la corriente controlada es la del colector I... Estas dos corrientes se
relacionan entre si por medio de una constante o ganancia adimen-
sional llamada beta  y que es un dato que depende de las caracte-
risticas de fabricacién del transistor. Esta ganancia puede oscilar su
valor desde unas pocas decenas hasta unos cuantos cientos tal como
queda expresado en los datos de la ecuacién (11.2).

En la Figura 11.4 se muestra esquemdticamente cémo que-
dan relacionadas las corrientes I e I en el transistor junto con la
ganancia f3.
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C C
lfc = Bl ch = plg
B B
B B
_) *—-
Ip Ig
lfs TIE
E E
a) b)

Figura 11.4. Relacién entre la corriente de base I y la corriente de colector I del
Transistor BJT a) NPN b) PNP.

Lo anterior significa que un transistor BJT puede ser susti-
tuido por una fuente de corriente I controlada por otra corriente
I cuyo circuito equivalente se muestra en la Figura 11.5. Es muy
importante comprender que el voltaje que aparece entre la base y
el emisor es una caida de tensién constante de V= 0.7 V para el
transistor NPN y una caida de tensién constante de Vi = -0.7 V
para el transistor PNP.

c C
B “fc=5fs B Ic = Blg
ﬁ ‘_.
IB VBE IB VBE
0.7V = I -0.7V = I
E v E
a) b)

Figura 11.5. Transistor BJT como fuente de corriente controlada por corriente
para a) NPN b) PNP.

Adicionalmente, y para facilitar algunos de los calculos, la
ecuacién (11.2) se sustituye en la ecuacién (11.1) y resulta la ecua-
cién (11.3), que es una expresién para calcular la corriente del emi-
sor Iz y que s6lo depende de la ganancia § y de la corriente de base Ij.

IE == [B + IC
Ig =Ig+ Plp
I[g=Ig-(B+1) (11.3)

ANALISIS DE CIRCUITOS CON TRANSISTOR BJT

Con la sustitucién del modelo equivalente de fuente de corriente
controlada por corriente, y con las ecuaciones obtenidas, es posible
resolver circuitos eléctricos en los que aparezca el transistor BJT
para sus configuraciones bésicas. A continuacién, se resuelven dos
de las configuraciones mas comunes que se pueden encontrar para
los transistores BJT.
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Ejemplo 11-1. En la Figura 11.6 se muestra el circuito de polari-
zacién fija del transistor BJT. Considerando una ganancia 3 = 180
y la informacién que se presenta en el circuito, calcular la corriente
de la base Iy, la corriente de colector I, la corriente de emisor I, el
voltaje de la resistencia de colector V. y el voltaje entre colector y
emisorVg.

VCC = 15V

VBB=5V

Figura 11.6. Circuito de Polarizacién fija del transistor BJT.
Solucién.

En general, para resolver un circuito en el que se involucra al tran-
sistor BJT es necesario calcular primero el valor de la corriente de
base I. Una vez que se conoce este valor, normalmente se puede
calcular el resto de los pardmetros del circuito. Por lo tanto, hay
que hacer lo posible para determinar, en primer lugar, el valor de la
corriente Ip. Sustituimos el transistor BJT utilizando el modelo de
fuente de corriente controlada por corriente de la Figura 11.5ay
nos resulta el circuito que se muestra en la Figura 11.7.

Re = 2.2 kQ
Vee = 15V
Ry =240kQ I =Bl |+
AAA'A" -
+ Vg Vs:
07V -
E

Figura 11.7. Circuito con el modelo de fuente de corriente controlada por corriente
para el transistor BJT.
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Después de sustituir el modelo de fuente de corriente contro-
lada por corriente para el transistor BJT, en el circuito resultan dos
mallas, una para la corriente Iy y otra para la corriente I.

En la Figura 11.7 se aprecia que lo tnico que comparten las
dos mallas es el conductor por el cual circula la corriente del emi-
sor I, por lo tanto, el cdlculo de I se puede hacer de forma directa
aplicando una ley de voltajes de Kirchhoff en la malla de I para
poderla despejar.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff en la malla de I re-
sulta la ecuacién (11.4).

—Vpg + IgRg + Vg =0V 11.4)
Despejamos la corriente I y resulta la ecuacién (11.5).
Ve — Ve
[p=-—28_5F
Rp (11.5)

Con la ecuacién (11.5) calculamos el valor de la corriente de
base, resultando:

Veg —Vgr 5V —-07V
Ry  240kQ
Ig =17.91 pA

IB=

Conla ecuacién (11.2) y el valor de la corriente de base I se cal-
cula directamente el valor de la corriente de colector I, resultando:

Ic = Blg
Ic = (180)(17.91 l,lA)
Io = 3.22 mA

Calculamos la corriente de emisor I; con la ecuacién (11.3),
resultando:

IE = IB " (IB + 1)
Ir = (17.91 pA) - (180 + 1)
Iz = 3.24 mA

Para calcular el voltaje en la resistencia del colector Ve uti-
lizamos la ley de Ohm y multiplicamos la corriente del colector I
por la resistencia del colector R, resultando la ecuaciéon (11.6).

Vre = IcR¢ (11.6)
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Sustituimos los valores del circuito de la Figura 11.7 en la
ecuacién (11.6) y resulta:

Vre = IcR¢
Vre = (3.22mA)(2.2kQ)
Vec =7.13V

Para calcular el voltaje entre colector y emisor aplicamos una
ley de voltajes de Kirchhoff en la malla de I, resultando:

—Vee + Vre + Ve =0V (11.7)
Despejamos el voltaje Vi y resulta la ecuacion (11.8).
Vee = Vec = Vre (11.8)

Con la ecuacién (11.8) calculamos el valor del voltaje colector
emisor Vg, resultando:

Vee = Vee — Vre
Ve =15V —-7.13V
VCE =7.87V

Ejemplo 11-2. En la Figura 11.8 se muestra el circuito de polariza-
cién fija con resistencia en emisor del transistor BJT. Considerando
una ganancia 3 = 180 y la informacién que se presenta en el circui-
to, calcular Iy, I, I, Vie, Ve v Vg

+
Re = 22KQS Vg

C l"c:mf* Vee = 15V
Rp =240kQ  p + +
AMWW—— Vee -
+ Vrp- Ig B
E l"E

Figura 11.8. Circuito de Polarizacién fija y resistencia en emisor del transistor
BJT.
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Solucién.

Aligual que en el ejemplo anterior, lo primero que se debe calcular es
la corriente de la base I. Sustituimos el transistor BJT utilizando el
modelo de fuente de corriente controlada por corriente de la Figura
11.5a y nos resulta el circuito que se muestra en la Figura 11.9.

VCC = 15 V
Rp = 240k
MW

+ Vpp-

Figura 11.9. Circuito con el modelo de fuente de corriente controlada por corriente
para el transistor BJT.

Después de sustituir el modelo de fuente de corriente contro-
lada por corriente para el transistor BJT, en el circuito resultan dos
mallas, una para la corriente I y otra para la corriente I.

En la Figura 11.9 se aprecia que lo tnico que comparten las
dos mallas es la resistencia Ry por la cual circula la corriente del
emisor I;. Por lo tanto, para calcular la corriente I se aplica una ley
de voltajes de Kirchhoff en la malla de I3 y, utilizando la expresién
que relaciona a la corriente Iy a la corriente I con la ganancia 3, se
combina y despeja la corriente Ip.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff en la malla de I; re-
sulta la ecuacién (11.9).

—Vpg + IgRp + Vg + IgFRE =0V (11.9)
En la ecuacién anterior se tienen dos incégnitas, Iy e Ij; sus-
tituimos la ecuacién (11.13), que relaciona a la corriente I con la

corriente Iy en la ecuacién (11.9), y despejamos la corriente I, re-
sultando la ecuacién (11.10).
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~Vgp + IsRp + Vg + IgRg = OV
—Vgp + IgRp + Vg + [Ig - (B+ 1)][Rg =0V
IgRp + [Ip - (B + 1)]Rg = Vg — Ve
Ig[Rg + (B + 1DRg] = Vg — Vg

_ Vep— Vg
Rg+ (B + 1)Rg (11.10)

Ip

Con la ecuacién (11.10) calculamos el valor de la corriente de
base, resultando:

o Ves— Ve _ 5V-07V
BT Rg+(B+ 1Ry 240kQ + (180 + 1)(1kQ)
Ig = 10.21 pA

Con la ecuacién (11.2) y el valor de la corriente de base Ij se cal-
cula directamente el valor de la corriente de colector I, resultando:

Ic = Blp
Ic = (180)(10.21 uA)
I; = 1.83 mA

Calculamos la corriente de emisor I; con la ecuacién (11.3),
resultando:

IE = IB " (ﬂ + 1)
Ig =(10.21pA) - (180 + 1)
Iz = 1.84 mA

Para calcular el voltaje en la resistencia del colector Vi, utili-
zamos la ecuacién (11.6). Sustituimos los valores del circuito de la
Figura 11.9 en la ecuacién (11.6) y resulta:

Vre = IcR¢
Vre = (1.83 mA)(2.2 kQ)
Ve = 4.04V

Para calcular el voltaje en la resistencia del emisor Vy; utiliza-
mos laley de Ohm y multiplicamos la corriente del emisor I por la
resistencia del emisor R, resultando la ecuacién (11.11).

Vre = IgRg (11.11)
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Sustituimos los valores del circuito de la Figura 11.9 en la
ecuacién (11.11) y resulta:

Vre = IgRE
Vre = (1.84 mA)(1 kQ)
VRE =184V

Para calcular el voltaje entre colector y emisor aplicamos una
ley de voltajes de Kirchhoff en la malla de I, resultando:

~Vee + Vre +Veg + Vg =0V (11.12)
Despejamos el voltaje V¢ y resulta la ecuacién (11.13).

Vee = Vee = Vre — Vre (11.13)

Con la ecuacién (11.13) calculamos el valor del voltaje colec-
tor emisor Vg, resultando:

Veg = Vee = Vre — Ve
VCE =15V —-4.04V-184V
Veg = 9.12V
Ejemplo 11-3. En la Figura 11.8 se muestra el circuito de polariza-
cién fija con resistencia en emisor del transistor BJT. Considerando

una ganancia 3 = 100 y la informacién que se presenta en el circui-
to, calcular I, I, Iy, Vie, Vrp v Ve

R -+
C
+ Vre
Rp 15kQS
180 kQ RB
‘ - —
C lfc BIB VCC = 22 V
B + +
Vee -
_) -
Ip
E l I
+

Figura 11.10. Circuito de Polarizacién fija y resistencia en emisor del transistor
BJT.
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Solucién.

Aparentemente se trata de un circuito diferente a los que acaba-
mos de resolver, sin embargo, si se analiza con detenimiento, se
puede considerar que se trata basicamente del mismo circuito que
en el Ejemplo 11-2 sélo que la fuente de alimentacién V. estd
entregando la energia a las dos mallas del circuito. Esto se entiende
mucho mejor si redibujamos el circuito como aparece en la Figura
11.11.

+
R¢
15kn < VR
c|lic="ls Vee = 22V

o]
{s+]
<l
éH
3
Y =
=
o
+
v

=

)

Figura 11.11. Circuito redibujado para considerar a la fuente Ve como la
alimentacion de las dos mallas que se forman del transistor BJT.

Obsérvese que lo Gnico que se debe hacer es sustituir la fuente
de alimentacién Vg por la fuente de alimentacién Vi en la ecuacién
(11.10), resultando la ecuacién (11.14). El resto de las ecuaciones
permanecen idénticas a las utilizadas en el Ejemplo 11-2.

_ Vec—Vge
Rg + (B + DRg

Ip (11.14)

Por lo tanto, al igual que en el ejemplo anterior, lo primero
que se debe calcular es la corriente de la base I. Sustituimos el
transistor BJT utilizando el modelo de fuente de corriente contro-
lada por corriente de la Figura 11.5a y nos resulta el circuito que se
muestra en la Figura 11.12.
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VCC =22V
Ry = 180 kQ
MM

+ Vpp-

VCC =22V

Figura 11.12. Circuito con el modelo de fuente de corriente controlada por co-
rriente para el transistor BJT.

Con la ecuacién (11.14) calculamos el valor de la corriente de
base, resultando:

Vee — Vg 22V—-0.7V
IB = =
Rg+(B+ DRy 180kQ + (100 + 1)(820 Q)
Iz = 81.04 pA

Con la ecuacién (11.2) y el valor de la corriente de base I se cal-
cula directamente el valor de la corriente de colector I, resultando:

Ic = Blp
Ic = (100)(81.04 uA)
I; = 8.1mA

Calculamos la corriente de emisor I con la ecuacién (11.3),
resultando:

Ig=Iz-(B+1)
Iy = (81.04 p_A) -(100+ 1)
I = 8.18 mA

Para calcular el voltaje en la resistencia del colector Vi, utili-
zamos la ecuacién (11.6). Sustituimos los valores del circuito de la
Figura 11.12 en la ecuacién (11.6) y resulta:

Vre = IcRc
Ve = (8.1 mA)(L.5 kQ)
VRC =12.15V
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Para calcular el voltaje en la resistencia del emisor Vy; utiliza-
mos la ecuacién (11.11). Sustituimos los valores del circuito de la
Figura 11.12 en la ecuacién (11.11) y resulta:

Vre = IgRE
Ve = (8.18 mA) (820 Q)
VRE =671V

Con la ecuacién (11.13) calculamos el valor del voltaje colec-
tor emisor Vg, resultando:

Vee = Vee = Vre — Ve
Veg =22V —-1215V—-6.71V
VCE =314V

RESUMEN Y CONCLUSION

Se presentd al transistor BJT como un dispositivo de tres termi-
nales capaz de realizar tareas de control y amplificacién de seriales
eléctricas. Se presentaron los dos tipos de transistores BJT que se
pueden encontrar, siendo el NPN y el PNP. Se presentaron las fér-
mulas que rigen el comportamiento del transistor y su relacién con
la ganancia P. Se sustituy¢ el transistor por su modelo equivalente
de fuente de corriente controlada por corriente para ser utilizado
en la solucién de ejemplos. Se analizaron ejemplos para calcular
todos lo pardmetros posibles del transistor.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se proponen una serie de problemas para resolver
utilizando el analisis con transistores BJT.

Prob. 11.1. En el circuito de la Figura 11.6, calcular cuanto debe valer la resistencia

Rgpara conseguir que el voltaje colector emisor sea de Vs = 0.1 V.

(Sol. 114.3 k€2).

Prob. 11.2. En el circuito de la Figura 11.13,.calcular: Iy, I, Ir, Vie, Vs y Ve

B =80

Rp = 260 kQ

A AAAS

VBB >

6V + VRB-

I

Figura 11.13.

(Sol. 20.38 uA, 1.63 mA, 1.65mA, 6.03V,0V, 5.97 V).
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Prob. 11.3. El circuito de la Figura 11.14 calcular: I, I, Ir, Vae, Vas y Vee.

o+
ﬁ =200 Rc = 1.5k VRC
< -
Ic =PI Vee
c|lic =8l vee
Rs‘z 100k, L/ _,_V <+>
v, V V V v _ CE -
333 + VRB = [B N
E 1 Ig
Figura 11.14.
(Sol. 23 uA, 4.6 mA, 4.62 mA, 6.90V,0V, 28.1V).
Prob. 11.4. En el circuito de la Figura 11.15 calcular: I, I, Ir, Vre, Vre y Ver.
+
B =80 Rc =37kQS Vg
— V,
Ir=p1 cc
c|lic =81 Jec
Rg =260k + ¥
AAA Vee -
Vap +V _ -
6V RB Iy
E l Ig
+
Rp=1kQ S Vpg

Figura 11.15.

(Sol. 15.54 uA, 1.24 mA, 1.25mA, 4.6 V,1.26 V, 6.14 V).
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Prob. 11.5. En el circuito de la Figura 11.16 calcular:I;, I, I, Ve, Ve y Ver

+
B =200 Rc =15kQS Vg,
_ v
I = Bl cc
c|lic=Bls G
Rp =100k . + (4-)
Hy V
VBB +Wv CE
3V RB~ Iy

E l"E

+
Ry = 1.2kQS Vg

Figura 11.16.

(Sol. 6.74 uA, 1.34 mA, 1.35 mA, 2.02V, 1.63V, 31.35 V).

Prob. 11.6. El circuito de la Figura 11.17,.calcular:I;, I, I, Ve, Vi y Ve

R +
¢ V
Ry, ST 1.8kQ g k¢
200k RE
c|lic=pis Vee = 18V

B + +
VC E -
e

Figura 11.17.

(Sol. 68.74 uA, 5.15 mA, 5.22 mA, 9.28V, 3.55V, 13.75, 5.17 V).
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